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4. SPECIALE FUNCTIES EN FOURIERTRANSFORMATIE

4.1. Speciale functies

door N.M. Temme

(Mathematisch Centrum)
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4.1.1. Integralen die geschreven kunnen worden als speciale functies

Bij het berekenen van een integraal kan het verstandig zijn om na te
gaan of de integraal uitgedrukt kan worden in speciale functies, waarvoor
in de programmatheken algoritmen zijn opgenomen. Een rechtstreekse bereke-
ning via de integratieprocedures leidt doorgaans tot minder efficiénte
methodes. In deze sectie worden enkele typen integralen behandeld met
vermelding van de relatie tot de speciale functies en verwijzing naar de
diverse programmatheken. Integratieprocedures zullen hier niet aan de orde
komen. Het hier gegeven overzicht is niet volledig, maar vermeldt enkele
in de praktijk vaak voorkomende gevallen. Voor meer informatie verwijzen we
naar ABRAMOWITZ & STEGUN [1964], MAGNUS et al. [1966] en GRADSHTEYN &
RYSHIK [1965]. We gebruiken voor de notatie van speciale functies die van
ABRAMOWITZ & STEGUN [1964].

De subsecties 4.1.1.1, 4.1.1.2, 4.1.1.3 en 4.1.1.4 komen overeen met
de hoofdstukken 5, 6, 7 en 26 in het Handbook. De functies uit deze hoofd-
stukken worden ook voornamelijk als integralen gedefinieerd. Andere specia-
le functies worden vaak via een differentiaalvergelijking gedefinieerd. Er
zijn dan overigens meestal wel integraalrepresentaties, maar die worden
hier verder niet besproken.

Er worden in dit hoofdstuk geen numerieke voorbeelden gegeven. Het
aanroepen van de procedures en subroutines geeft namelijk vrijwel geen
problemen. Wel is doorgaans kort aangegeven waar grote of kleine parame-

ters de berekening kunnen verstoren.



4.1.1.1. Exponenti&le en verwante integralen
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OEmerkingen

1.

2.

3.

(4.

4.

5.

(4.

(4.

De procedure ENX voor En(x) berekent een array eln] = E (x),

n = nl,...,nz, 0 < n1 < n2.

Om overflow/underflow voor grote x te voorkomen komen in NUMAL voor
En(x) twee procedures voor: ter berekening van En(x) en van eXEn(x)
respectievelijk. Dezelfde opmerking geldt voor MMDEI uit IMSL: naar

verkiezing kan Ei(x) of e *Ei (x) worden berekend.

Het verband tussen Ei(x) en El(X) is
1.1.1.9) El(x) = -Ei(x), x e R, x # O.

De integralen in (4.1.1.1.3) zijn (voor positieve x) Cauchy-hoofdwaarde
integralen. EI(X) wordt (via (4.1.1.1.1)) meestal alleen voor x > 0

beschouwd, net als En(x), an(x), ci(x), £(x) en g(x).

De functies in (4.1.1.1.4) worden in een array afgeleverd. De functies
an(x) zijn ook verkrijgbaar via de incomplete gammafunctie (zie 4.1.1.2).
Het verband is

an(x) = T(n+1,x)/xn+1.

Het verband tussen £, g en Si(x), Ci(x) is als volgt:

£(x) = Ci(x) sin x - [Si(x) - }m] cos x,
1.1.1.10)

g(x) =-Ci(x) cos x - [Si(x) - 7] sin x.

Uit (4.1.1.1.7) en (4.1.1.1.8) volgt dat voor positief argument £ en g
monotoon dalende positieve functies zijn met £(0) = im en g(x) - += voor
x + 0. Inversie van (4.1.1.1.10) geeft een representatie van Ci en Si die

vooral voor grote x duidelijk aangeeft hoe het gedrag van Ci en Si is:

Si(x) = 37 - £(x) cos x - g(x) sin x,
1.1.1.11)
Ci (x)

f(x) sin x - g(x) cos Xx.
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6. MMDEI uit IMSL is overgenomen uit de programmatheek FUNPACK.

7. Voor de functies in (4.1.1.1.2) en (4.1.1.1.4) kunnen op eenvoudige wijze
recurrente betrekkingen worden opgesteld, waarvan de voorwaartse vorm
voor o stabiel is. De stabiliteit van die van En is echter gecompli-

ceerder.

Voorbeeld. Beschouw voor positieve waarden van x de integraal
oo
. 2
(4.1.1.1.12) J (sin xt)/(t"+1) 4at.
0

Deze integraal kan als functie van x uitgedrukt worden in de functies E1

en Ei, met als resultaat
(4.1.1.1.13) %[ein(x) +e ¥Ei(x)] = $[-e¥Ei(-x) +e *Ei(x)].

Hiervoor kunnen de programmatheken IMSL en NUMAL gebruikt worden.

a. IMSL. Roep twee keer MMDEI aan in de volgende vorm:
(4.1.1.1.14) p = - MMDEI(3,-x,n), q = MMDEI(3,x,n).

Dan wordt de integraal (4.1.1.1.12) berekend door i (p+q) . De input parame-
ter met waarde 3 geeft aan dat rechtstreeks het produkt van Ei en de
exponenti&le functie wordt berekend. (Als deze parameter de waarde 1 krijgt
dan wordt Ei berekend; bij 2 is het resultaat El') De output parameter n

in (4.1.1.1.14) geeft een indicatie voor mogelijke storingen.

b. NUMAL. Via NUMAL wordt (4.1.1.1.12) berekend door 3 (p+q) met
(4.1.1.1.15) p := - exp(x) * EI(-x), q := exp(-x) * EI(x).

In dit geval wordt de functiewaarde achteraf met de exponenti&le functie
vermenigvuldigd. Een gevolg hiervan is dat de berekeningen stuklopen voor
extreem hoge waarden van x. De grens ligt bij die x-waarde waarvoor

exp (+x) overflow/underflow geeft. De IMSL-methode heeft hier geen hinder
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van; in dat geval ligt de grens veel verder, namelijk waar 1/x underflow
geeft.
Voor kleine waarden van x moeten de berekeningen zowel via IMSL als

NUMAL gewantrouwd worden. De functies E, en Ei zijn voor x = O niet gede-

1
finieerd, terwijl de integraal, zoals men eenvoudig verifieert voor x = O
de waarde 0 oplevert. Door de functies E1 en Ei wat nader te bestuderen

ziet men dat ze voor x + 0 een logaritmisch gedrag vertonen:
Ei(x) = &n x + O(1), E, (x) = -2nx +o0(1),

zodat bij het samennemen van p en q uit (4.1.1.1.14) en (4.1.1.1.15)
dominante singuliere termen exact tegen elkaar dienen weg te vallen. Bij
de berekening zal dus een grote relatieve fout ontstaan. Indien men
(4.1.1.1.13) met grote nauwkeurigheid wil evalueren voor kleine x kan men
beter andere representaties gebruiken voor E1 en Ei, bijvoorbeeld

o

El(x) =-y-2nx - Z (-x)"/(ant),
n=1

o
Ei(x) = y+nx+ ) x"/(an!).
n=1
Vermenigvuldigd met de exponenti&le functies kunnen de termen nu zodanig
samengenomen worden dat een goede representatie van (4.1.1.1.13) verkregen

wordt, die goed konvergeert voor kleine x.
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4.1.1.2. Integralen in verband met de gammafunctie

TABEL 2
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Opmerkingen

1. In IMSL en NUMAL komen tevens routines voor ter berekening van

2n T (x), x > 0, respectievelijk aangeduid door MLGAMMA en LOGGAMMA.

2. Via MDGAM wordt niet de incomplete gammafunctie vy(a,x) berekend, maar

de ratio y(a,x)/T(a).

3. Via MDBETA en INCBETA wordt niet de incomplete betafunctie Bx(a,b)

berekend, maar de ratio Bx(a,b)/B(a,b).

4. Voor het berekenen van een rij Bx(a+i,b) of Bx(a,b+i), i=20,1,...,n,

kunnen in NUMAL de procedures IBPPLUSN, IBQPLUSN gebruikt worden.

Voorbeeld. Bereken voor positieve waarden van a, b en x de integraal

a-b

27 (140) @ Pac.

X
(4.1.1.2.6) f
0

Deze integraal kan worden uitgedrukt in de incomplete betafunctie

(4.1.1.2.7) B (a,b).

x/ (1+x)

Voor deze functie komen in IMSL en NUMAL routines voor.

a. IMSL. De berekening verloopt via MDBETA en vermenigvuldiging met B(a,b):
CALL MDBETA(x/(1+x),a,b,p,n),

waarin de output parameter p de waarde van BX/(1+X)(a,b)/B(a,b) krijgt en

de output parameter n een indicatie geeft voor mogelijke storingen. Het

resultaat voor de evaluatie van (4.1.1.2.7) wordt
(4.1.1.2.8) p * I'(a) * T(b)/ T (atb),

waarin de gammafuncties met MGAMMA berekend kunnen worden.

b. NUMAL. De berekening verloopt via de functieprocedure INCBETA. Het re-

sultaat is
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(4.1.1.2.9) INCBETA(x/(1+x),a,b,2+ (-46)) * I'(a) * T (b) /T (a+b),

waarin de gammafuncties via GAMMA berekend kunnen worden.
Voor grote waarden van de parameters a en b kunnen zowel in het IMSIL-
als NUMAL-geval moeilijkheden ontstaan, verzoorzaakt door de grote argu-

menten in de gammafuncties in (4.1.1.2.8) en (4.1.1.2.9). Veronderstel dat

(4.1.1.2.10) a =200, b=14, x-=10.

Dan veroorzaken I'(a) en T (a+b) overflow, hoewel het quotiént (waar het
hier om te doen is) representeerbaar is op de machine. Een quotié&nt van
gammafuncties kan voor grote argumenten echter beter worden uitgerekend

via

T(x)/ r(y) = exp(&nT (x) -4n T(y)),

via MLGAMMA en LOGGAMMA uit IMSL en NUMAL respectievelijk. In deze repre-
sentatie kan wel wat cijferverlies ontstaan, maar overflow zal niet zo gauw

voorkomen. Ook kan zo'n quotient, door de recurrente betrekking

''(x) _ (x-1) I'(x-1)

T (y) (y-1) T(y-1)

te gebruiken, zonder gevaar voor overflow worden berekend.

Hiermee zijn de moeilijkheden voor (4.1.1.2.8) en (4.1.1.2.9) echter
niet opgelost. Bij de uitgang van procedure INCBETA wordt namelijk door
B(a,b) gedeeld (waarbij de gammafuncties rechtstreeks worden uitgerekend)
om tot de ratio te komen, zodat binnen de procedure overflow zal ontstaan.
Ook deze klip kan omzeild worden door de NUMAL-procedure IBPPLUSN te gebrui-
ken, bijvoorbeeld als volgt. Neem het geval met de waarden in (4.1.1.2.10).

Een aanroep

IBPPLUSN(10/11,1,+5,199,2 + (-46),1i),

waarin i een output array is, i[0:199], en de integraal in (4.1.1.2.6)

wordt uiteindelijk

if199] * T' (3) * exp(&n( I'(200)) - &n( T'(200-5))).
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4.1.1.3. Integralen in verband met de errorfunctie

TABEL 3
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Opmerkingen

1. De functies erfc(x) en w(z) komen in ACCULIB voor in ALGOL en FORTRAN.
De parameter z van w(z) is complex. In de physica wordt w(z) de plasma
dispersie functie genoemd. Alle andere functies uit deze subsectie kun-

nen in w uitgedrukt worden. Enkele voorbeelden zijn:

2
erfc(z) =e 7 w(iz),
_ 2
D(z) = Ji/r(w(z) -e %),
(4.1.1.3.9) 4iz?
C(z) + iS(z) = $(1+1)[1-e2"? w(r)], ¢ = I/a(1+i)z,

"

G(z) + iF(z) = }(1+i)w(g).
2. In NUMAL komt ook een procedure voor (NONEXPERFC) waarmee
2
exp(x ) * erfc(x) berekend kan worden. Hiermee kan men underflow/
overflow problemen voorkomen voor grote waarden van x. De combinatie

van erfc en de exponentié&le functie komt vaak voor, bijvoorbeeld in
T 2 2
- +
j e (ax +bx) dx = é/@; R /a erfc(b/va), Re a > O.
0

De functies F en G uit (4.1.1.3.7) en (4.1.1.3.8), die overigens geen
relatie hebben met de functies f en g uit 4.1.1.1, staan als volgt in

verband met C en S:

[i-s(x)] cos(inxz) -[i-cx)1] sin(%nxz),

F (x)
(4.1.1.3.10)
G (%)

[{-c(x)] cos(éﬂxz) + [i-s(x)] sin(%ﬂxz).

Uit (4.1.1.3.7) en (4.1.1.3.8) blijkt dat F en G voor positief argument
monotoon dalende positieve functies zijn met F(0) = G(0) = }. Inversie
van (4.1.1.3.10) geeft een representatie van C en S die vooral voor

grote x duidelijk aangeeft hoe het gedrag van C en S verloopt.

C(x) = § + F(x) sin(%ﬂxz) - G(x) cos(%ﬂxz),
(4.1.1.3.11)
S(x)

i - F(x) cos(éwxz) - G(x) sin(%nxz).
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Voor grote waarde van x hangt de nauwkeurigheid voornamelijk af van die

van de goniometrische functies.

Voorbeeld. Bereken voor positieve x de integraal

xt

(4.1.1.3.12) e sin(tz)/t dat.

o-——38

Deze integraal kan worden uitgedrukt in de C en S funkties:
1 2 2 Wors
(4.1.1.3.13) $n{li-cyn)1” + [i-s(x»17}, vy = x/2m.

Hiervoor kunnen de routines uit NAG, NUMAL en ACCULIB gebruikt worden.

a. NAG. Maak gebruik van S20RA A/F en S20AB A/F. Op deze manier wordt het

antwoord

jn{[} -s20aa A/F(Y)]z + [4 -s20aB A/F(y)]z}.
b. NUMAL. De aanroep

FRESNEL (y,C,S)

levert C en S als output, waarmee (4.1.1.3.13) berekend kan worden. Een
andere aanpak is via de procedure FG, die na aanroep FG(y,F,G) de functies
F en G levert. Onder gebruikmaking van (4.1.1.3.11) volgt na enig omwerken
dat (4.1.1.3.13) gelijk is aan éﬂ[FZ(y)'+G2(y)]. Deze berekening zal voor
grote x-waarden veel nauwkeuriger zijn dan die via C en S. Immers, voor
grote x is C(x) = } +0(1/x), S(x) = } +0(1/x), zodat in de berekening

van § - C(y) en } - s(y) significante cijfers verloren zullen gaan. De
berekening via FG is tevens veel nauwkeuriger, omdat geen goniometrische

functie berekend moeten worden (zie Opmerking 3).

c. ACCULIB. De functies C en S (of F en G) komen niet als zodanig voor,
maar wel via w(z), zie (4.1.1.3.9). Via F en G geeft weer de beste resul-
taten. Met £ = 3/m(1+i)y en w(Z) = £ + in (§,n € R) volgt nu dat de inte-
graal in (4.1.1.3.12) gelijk is aan £n<£2+n2).
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4.1.1.4. Functies uit de statistiek

In IMSL komen veel routines voor die corresponderen met functies
die men in de statistiek aantreft, zoals binomiaal-, xz—, F-, Poisson-,
Student's t-, hypergeometrische- en Smirnov-verdelingsfuncties.

In de NAG-programmatheek komen in dit verband in hoofdstuk S van
Speciale Functies routines voor ter berekening van de errorfuncties en de
normale verdelingsfuncties P en Q. Bovendien komen in hoofdstuk G routines
voor ter berekening van de x2—, F- en Student's t-verdeling.

In NUMAL komen geen speciale functies voor onder de namen en de ge-
daante zoals ze vaak in de mathematische statistiek voorkomen, maar de
procedures voor de errorfuncties, de incomplete betafunctie en de incomple-
te gammafuncties kunnen wel in dit verband gebruikt worden.

Daarentegen bevat de MC-programmatheek STATAL wel materiaal, verge-
lijkbaar met dat van IMSL. In onderstaande tabel zijn enkele voorbeelden
genoemd. Niet alle aangegeven procedures uit STATAL zijn reeds beschikbaar.
In deze programmatheek komen overigens ook procedures voor ter berekening
van gammafuncties, incomplete betafuncties etc. Een vergelijking tussen
IMSL en STATAL zou interessant zijn, maar wordt hier niet gegeven, aange-

zien dit buiten het kader van dit hoofdstuk valt.

Voor vrijwel alle verdelingsfuncties uit IMSL en STATAL wordt tevens
een routine voor de inverse geleverd, terwijl in NUMAL alleen voor de

errorfuncties een inverse aanwezig is.

TABEL 4

IMSL NAG NUMAL STATAL
Binomiaal MDBIN (via F) (INCBETA) BIN
X2 MDCH GO1BC A/F| (INCOMGAM) CHISQ
F MDFDRE | GO1BB A/F| (INCBETA) FISHER
hypergeometrisch| MDHYP - - HYPERG
normaal MDNOR S15AB A/F| (ERRORFUNCTION) NORMAL, PHI
Smirnov MDSMR - - KOLSMIRDIS
Student's t MDTD GO1BA A/F| (INCBETA) STUDENT
Niet-centrale t MDTN - - NCSTUDENT
Poisson MDTPOS | (via x2) (INCOMGAM) POISSON
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Voorbeelden
n i n—s

Binomiaal ) MpIq" I = I_(a,n-a+1).
s p
j=a

2
2 P(x |v) = y(a,x)/T (a), 5

X 9 v = 2a, x = 2x.
Q(x“|v) = r@a,x)/r (a).

F Q(Flvl,vz) = Ix(ivz,évl), x = v,/ (Vv F).
P(x) = 3[1+erf(x/V2)],

normaal
Q(x) = ferfc(x/V2).

Student's t A(t!v) =1 - ZIx(iv,i), x = v/(v+t2).
a-1 3j

Poisson e ™ ?7-= T'(a,m)/T (a), a geheel.
j=0 )

4.1.2. Voorbeelden voor gebruik van routines voor Besselfuncties

Naast de voorbeelden die in het vorige gedeelte aan de orde zijn ge-
komen op het gebied van functies die doorgaans als integralen voorkomen,
wordt nu een aantal toepassingen besproken voor Besselfuncties. Numerieke
resultaten worden in de bijlage verstrekt; ze zijn verzorgd door Koos
Huibers.

De Besselfuncties kunnen in twee groepen verdeeld worden.

1. De gewone Besselfuncties.
Aangeduid met Jv(X) en Yv(X)’ v de orde, x het argument. Ze zijn ver-
want (qua gedrag) met de sinus en de cosinus; Yv(X) is niet begrensd

voor x + O, Jv(x) daarentegen wel (mits v 2 0 of v e 2Z).

2. De gemodificeerde Besselfuncties.
Aangeduid met Iv(x) en Kv(X)’ v de orde, x het argument. Ze zijn ver-
want (qua gedrag) met de exponenti&le functies of hyperbolische func-
ties; Kv(x) is niet begrensd voor x =+ 0, Iv(X) daarentegen wel (mits

v20 of veZ). Voor x >« is het gedrag

(4.1.2.1) I,(x) ~ */V2mx , K, (x) ~ e Xi/2x% .
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In de tabellen vindt men een overzicht van de beschikbare Besselfuncties
in NAG en NUMAL. In IMSL komen alleen routines voor ter berekening van
Kelvinfuncties, waarover meer wordt gezegd in 4.1.2.3. In NUMAL komen ook
nog procedures voor ter berekening van de met Besselfuncties verwante

Airyfuncties en de nulpunten daarvan.

TABEL 6

(voor berekening van é&én of twee functies)

NAG NUMAL
I ) | I (x) S17AA A/F 3, BESS JO
3, (%) S17AB A/F 3, (x) BESS J1
Y (%) | Y (x) S17AC A/F Yo (x), ¥, (x) BESS YO1
¥, (x) S17AD A/F Y (%), Y, (x) BESS YAOl
I(x) | I (x) S18AA A/F I,(x) BESS I0
I, (x) S18AB A/F I, (x) BESS I1
e_xIO(x) NONEXP BESS IO
e—xll(x) NONEXP BESS I1
K, (x) | Kj(x) S18AC A/F Ko(x), K, (x) BESS KO1
K, (x) S18AD A/F exKO(x), exK1<x) NONEXP BESS KO1
K (x), K () BESS KAO1
e*K_(x), e*K_., (x) NONEXP BESS KAO1
a a+1

TABEL 7

(hulpfuncties voor de berekening van Besselfuncties; NUMAL)

Po(x), Qo(x) BESS PQO
Pl(x), QI(X) BESS PQ1

Pa(x), P (x), Qa(x), Q

el (x) BESS PQAO1

a+1
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TABEL 8

(voor berekening van een rij van Besselfuncties; NUMAL)

- BESS J
Ja(x) Jo(x), ,Jn(x)
- SPHER BESS J
J%(x), ,Jn+%(x)
9 BESS JAPLUSM
Ja(x),...,Jn+a(x)
. BESS Y
Ya(x) Yo(x), ,Yn(x)
ER BESS Y
Yé(x),...,yn+£(x) SPH
BESS YAPLUSN
Ya(x),...,Yn+a(x)
Ia(x) Ig(x),...,xn(x)_x BESS I
e xIO(x),...,e I_(x) NONEXP BESS I
SPHER BESS I
I%(x),...,1n+£(x)

e_xI(x),...,e—xIn+l(x) NONEXP SPHER BESS I
2

.. BESS IAPLUSN
Ia(x),- ,Ia+n(x)
e *I (x),...,e *I___(x) NONEXP BESS IAPLUSN
a atn
... BESS K
Ka(x) Ko(x), ,Kn(i)
exKo(x),...,e K_(x) NONEXP BESS K
R BESS K
Ky () e Ky (0 SPHE
Ky (X)X () NONEXP SPHER BESS K
LUSN
K (%), oee K () BESS KAP
e®K (%) ,...,e¥K_ . (x) NONEXP BESS KAPLUSN
a a+n

Opmerkingen

1. De functies uit Tabel 7 staan als volgt in verband met de gewone

Besselfuncties.
Ja(x) = V2/7mx [Pa(x) cos X - Qa(x) sin x]1,
(4.1.2.2)
Ya(x) = V2/7mx [Pa(x) sin yx + Qa(x) cos x1,

met x = x - (fa+i)m.

Pa(x) en Qa(x) zijn voor x > O (en a reéel) monotoon dalende positieve
functies, met Pa(x) = 0(1) en Qa(x) = 0(1/x) voor x - «. Uit (4.1.2.2)
is het oscillerende gedrag van de functie Ja(x) en Ya(x) duidelijk af te

lezen.
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2. Niet de in Tabel 8 aangegeven halftallige Besselfuncties worden berekend,

maar de sferische Besselfuncties die ontstaan na vermenigvuldiging met

vn/2x, dus Vn/2x J(x),...,/n/2x Jn+‘(x)’ etc.
2 2

4.1.2.1. Sommatie van een reeks met Besselfuncties

In Hoofdstuk 1 van dit colloquium, Lineaire Algebra, p.12, komt een

reeks van gemodificeerde Besselfuncties voor:

n

(4.1.2.1.1) I e/m"? x 1 e/,
u=0 Hou

waarin A en E positieve getallen zijn en xo,...,xn zijn reéle coé&fficiénten,
waarvan de berekening in 1.1 is besproken.

In de NAG-programmatheek komen geen routines ter berekening van een
rij Besselfuncties voor. De waarde van n is in 1.1 gelijk aan 15, zcdat de
routines voor IO(x) en Il(x) uit NAG niet toereikend zijn. Er bestaat wel
een recurrente betrekking tussen Besselfuncties van opvolgende orde:

2a
Ia+1(x) = Ia—l(X) - = Ia(x),

maar deze is in voorwaartse richting, d.w.z. met uitgangspunt Io(x) en
Il(x), niet stabiel (zie GAUTSCHI [1967]). Bij de berekening in de NUMAL-
procedure wordt deze instabiliteit vermeden en de reeks in (4.1.2.1.1)

kan door middel van de volgende procedure verkregen worden:

real procedure reeks (e,a,n,x); value e,a,n; real e,a;

integer n; array Xx;

begin real b,c,sum; integer m; array ibess[0:n]

procedure bess i(x,n,i); code 35172;

sum:= 0; c:= 1; b:= sqgrt(e/a);

bess i(2 *x sqrt(a xe),n,ibess);

for m:= 0 step 1 until n do

begin sum:= sum + ¢ * x[m] * ibess[m]; c:= ¢ *b end;
reeks:= sum

end reeks;

4.1.2.2, Berekening van nulpunten van Besselfuncties

Er komen in de programmatheken geen routines voor waarmee de nul-
punten van Besselfuncties berekend kunnen worden (met uitzondering van de

NUMAL-procedure voor de berekening van nulpunten van Airyfuncties). Natuur-
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1lijk zijn er de algemene routines voor het bepalen van oplossingen van niet-
lineaire vergelijkingen, maar deze routines worden hier niet besproken. De
methode die hier beschreven wordt dient ter demonstratie voor het gebruik
van de routines ter berekening van Besselfuncties. De methode kan wellicht
verfijnd worden, hoewel de resultaten zeer bevredigend zijn. Er wordt ge-
bruik gemaakt van het feit, dat de Besselfuncties aan een differentiaal-
vergelijking voldoen. De methode is dan ook tevens van toepassing op andere
functies die deze eigenschap hebben, mits een redelijke schatting van de
nulpunten voorhanden is.

Voor een eerste schatting van de nulpunten van de Besselfuncties maken
we gebruik van de asymptotische ontwikkeling voor de nulpunten, zie
ABRAMOWITZ & STEGUN [1964, p. 371], waarvan de eerste termen zijn te vinden

in de benadering

4u-31) 32(83u° - 982y + 3779) ]
3(8p) 2 15(88)

(4.1.2.2.1) 3§ =g -l +08™ 7,

+
v,s 88 1

waarin jv s het sde nulpunt van Jv(X) voorstelt en
’

= 4v2, B = (s+iv-4Hm.

(Voor Yy ot het sde nulpunt van Yv(x), kan deze formule ook gebruikt worden
r

maar dan met B = (s+}v - 3})7m). Deze benadering kan omgewerkt worden tot

2
(4.1.2.2.2) 3 _ =8 - %{1—'21(—8—8)—2] + o087y,
! 1 -q/(8B)
met
_ 4(253u% - 3722y + 17869) _ 8(83u° - 982y +3779)
p = 15(7n-31) r 4 5 (7u-31) .

Deze laatste benadering correspondeert met de (1,1) Padé-breuk van de ont-
wikkeling in (4.1.2.2.1). De fout in beide benaderingen is 0(8—7), hoewel
de rationale (4.1.2.2.2) gunstiger uitvalt.

De benadering in (4.1.2.2.2) (en (4.1.2.2.1)) is zinvol (in asymptoti-
sche zin) voor s >> v, maar geeft bij kleine v reeds aardige resultaten

voor s = 1. Voor s = 1, v = 0 geeft (4.1.2.2.2)

30’1 2.4052...
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met werkelijke waarde 2.404825..., dus een absolute fout van 4.310—4
(terwijl (4.1.2.2.1) een absolute fout 1.610—3 oplevert).

Een volgende benadering kan verkregen worden door een approximatie
proces gebaseerd op de regel van Newton: als x een benadering is van een

nulpunt o van £, dan is, als de benadering nauwkeurig genoegq is,
1 2 1 " 2 3
(4.1.2.2.3) a=x-(£/£') -3 (£"/£") (£/£") —5[3(f JEY) T -EM/EVI(E/EY)T +

+ ol (g/£n 4.

Door gebruik te maken van de differentiaalvergelijking van de Besselfuncties
(4.1.2.2.4) y" o+ i y' + (1 -v2/x2)y =0,

met als oplossingen Jv(x) en Yv(X)’ kunnen de afgeleiden f", £™ verwijderd
worden in (4.1.2.2.3). Tevens kan f' verwijderd worden door gebruik te
maken van de relatie
v
(] = 2 -
Jv(X) % Jv(X) J

v+1(x),

waarmee Jv+1(x) in de formules terechtkomt. Over J (x) wordt echter via

v+1
de programmatuur eerder beschikt dan over J;(X)' Na wat manipulatie komen
we tot de volgende rationale versie van (4.1.2.2.3) (weer een (1,1) Padé-

breuk)

+
(4.1.2.2.5) 3 =x+rx %;g—’ri

’

met x bepaald uit (4.1.2.2.2) en

L
1]

Jv(X)/Jv+1(X)'

_ 1rax’-a®
P = exzvrD) '

- 2x2—1—6v-8v2
4 3x(2v+1) .

In (4.1.2.2.5) zijn termen van de orde r4 verwaarloosd.
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Na deze inleidende zaken komen we toe aan het gebruik van de program-
matuur. De routines in NAG voor J0 en J1 zijn toereikend voor zover het
nulpunten van deze functies betreft; voor andere waarden van de orde zijn
we op NUMAL aangewezen.

We gebruiken daartoe de procedure BESS JAPLUSN, die een rij
Ja(x),...,Ja+n(n) berekent, echter met 0 < a < 1. Willen we de nulpunten
van Ja(x) met a > 1 berekenen, dan kan dat gebeuren door BESS JAPLUSN als

volgt aan te roepen:
BESS JAPLUSN (a-entier(a),x,entier(a)+1,3),

waarin j een array is met grenzen O en entier(a)+l. Dan is Ja(x) =

jlentier(a)], J_.,(x) = jlentier(a)+1]. Een procedure NULPUNTEN BESSELJ

a+l
is gegeven in de bijlage, samen met de resultaten voor a = 0,1,2. De

nulpunten zijn vergeleken met de 18d resultaten van DETOURNAY & PIESSENS [1971

Opmerkingen

1. De in de bijlage gegeven procedure NULPUNTEN BESSELJ kan gemakkelijk zo
veranderd worden, dat de nulpunten van Ya(x) berekend worden. Daartoe
dient b de waarde Tm(m+ 3a - 3) te krijgen en in plaats van BESS JAPLUSN
moet BESS YAPLUSN gebruikt worden.

2. Naast de nulpunten staan in de bijlage de functiewaarden van Ja(x)

afgedrukt, voor x = ja s Ja(x) is daarbij berekend via een nieuwe
4

procedure JAX, welke voorkomt in de procedure TEST NULPUNTEN; JAX is

gebaseerd op (4.1.2.2).

4.1.2.3. Berekening van complexe Besselfuncties

Voor de berekening van de Besselfuncties
Ja(z), Ia(z), Ya(z) en Ka(z), ze €, acelR,
zijn in de programmatheken IMSL, NAG en NUMAL geen routines beschikbaar.

Een uitzondering vormen de subroutines voor de berekening van Kelvinfuncties
uit IMSL:
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MMKELO berekent bero(x), beio(x), kero(x), keio(x),
MMKEL1 berekent berl(x), beil(x), kerl(x), keil(x),
MMKELD berekent beré(x), beié(x), keré(x), keié(x),

met x > 0. De relaties met de andere Besselfuncties is

eBﬂi/4) AL (x e-wi/4)

v ’

ber (x) + i bei_(x) =J (x
v v v

(4.1.2.3.1)
. Ti/4
ker (x) + i kei (x) = e 2™ Kk (x e i/ )y

v v v
waaruit blijkt dat de Kelvinfuncties de red&le en imaginaire delen zijn van
Jv en Kv Op de bisectrices van de kwadranten in het complexe vlak. De
Kelvinfuncties spelen een rol in de electriciteitsleer.

Voorbeeld. Beschouw een lange draad waardoor wisselstroom loopt met
> >
stroomdichtheid J = (Jx,Jy,Jz). Uit de electriciteitsleer volgt dat J

voldoet aan de (genormeerde) parabolische differentiaalvergelijking

O
3x2 3y2 322 ot~
Als de draad evenwijdig aan de z-as loopt dan is Jx = Jy = 0 en Jz (geno-
teerd door J) is onafhankelijk van z en 6, waarbij x = r cos 0, y = r sin 0.
Als we de frequentie van de wisselstroom w noemen, dan zoeken we een oplos-
sihg van de differentiaalvergelijking in de vorm J = u(r)sin(wt+¢) =

= Im(U(r)elwt) en voor U ontstaat de vergelijking

2

Q
(=}
Q

au _ iwu = 0,
r

|

K-

+

N

dr

met als oplossingen (zie (4.1.2.2.4) met v = 0) U = <y Jo(ar) + c,

2 .
met a = iw, of a = e31”/4/5, zodat inderdaad de Kelvinfuncties ontstaan

via (4.1.2.3.1).

Yo(ar)

We zullen laten zien hoe procedures uit NUMAL gebruikt kunnen worden
voor de berekening van bern en bein.

In de literatuur komen overigens in algoritmevorm wel programma's voor
ter berekening van complexe Besselfuncties. Zie GAUTSCH [1964] in ALGOL voor

de berekening van een rij Ja(z),...,Ja+n(z), 0<acx<1, larg z| < m, en
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SOOKNE [1973] in FORTRAN voor de berekening van de rijen Jo(z),...,Jn(z) en
IO(Z),...,In(z).
Voor bern en bein maken we gebruik van de volgende ontwikkeling

voor n = 0,1,2,... en x € IR:

v n+k
(-1) Jn+2k(t) I2k(t)'

i
©~1

ber_(x)
n
(4.1.2.3.2) t = x/V2 ,

n+k
I b T2kt (B Topeq (80

bei_(x)
n k=-x

Voor gehele orde voldoen de Besselfuncties aan

I_ = 0TI e, I =1 (),

zodat alle termen in de reeksen kunnen worden teruggebracht tot termen met

niet-negatieve orde. Voor n = 0 ontstaat

bero(x) = Jo(t) Io(t) - 23, (%) I,(t) + 23,(%) I4(t)

beio(x) = 2LJ1(t) 11(t) - J3(t) 13(t) + Js(t) Is(t) R
en voor n = 1

berl(x) = - [Jl(t){IO(t)+12(t)} - J3(t){12(t)+I4(t)}...],

beil(x) = - [11(t){J2(t)'Jo(t)} - I3(t){J4(t)—J2(t)}...].

Voor het sommeren van deze reeksen moeten twee rijen Besselfuncties
{Jk(t) } en {Ik(t)}berekend worden. Het is daarbij noodzakelijk te weten hoe
veel termen in de reeksen benodigd zijn voor een zekere nauwkeurigheid.
Daarvoor moet het gedrag van de Besselfuncties voor grote orde bekend zijn.
Er geldt voor k >> t

2k, . )2
T (8 I (%) ey /D,

Met Stirling's benadering voor k! schrijven we het rechterlid als
2
(te/2k) k/(an). Voor grote x zijn bern(x) en bein(x) van de orde exp(t)

en om een relatieve nauwkeurigheid van € te bereiken breken we de reeksen
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af als k zo groot is dat
(te/20) %K < ¢ ot

(Vanwege de snelle convergentie is dan ook de rest van de reeks verwaar-

loosbaar klein.) De bovenstaande ongelijkheid is equivalent met

2k g2k L 1, fn1/e
te te e te

Dit probleem correspondeert met het oplossen van de vergelijking

Pinp=y

met p = 2k/te, y = - 1/e + £&n(1/¢)/te (voor P21l/eeny > - 1/e is er
precies één oplossing in het interval [1/e,y+1], welke oplossing met de

NUMAL procedure ZEROIN berekend kan worden) .

Een en ander is verwerkt in de ALGOL 60 procedure KELVIN, waarvoor
wordt verwezen naar de bijlage, met enkele functiewaarden die vergeleken
kunnen worden met resultaten uit ABRAMOWITZ & STEGUN [1964, p.430]. Ver-
gelijking met de IMSL routines is ook mogelijk, maar de aanroep is erg
elementair en wordt hier verder niet gedemonstreerd.

Andere complexe Besselfuncties kunnen middels reéle functies berekend
worden via analoge reeksen. Voor de ker en kei-functies wordt dit niet ver-
der uitgewerkt.

Reeksen met Besselfuncties kunnen ook gebruikt worden ter berekening
van andere speciale functies. We denken hierbij aan toepassingen op het
gebied van Mathieu-functies. Voor dit soort functies is een representatie

via Besselfuncties de meest aangewezen weg ter berekening.
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Bijlagen
"BEGIN"

"PROCEDURE™ NULPUNTEMNBESSELJCA,N,J); "VALUE"™ A,N»
"REAL" A3 "INTEGER" N; *ARRAY" Jj
"BEGIN™ "REAL" B,C,P,Q,R,x,PI,MU} "INTEGER™ MNA,M)
"ARRAY" JA[QIENTIER(A)+1);
*PROCEDURE"™ BESS JAPLUSN(A,X,H,JA)s "CODE" 351809
Pli= 4 & ARCTAN(1)s MUi= 4 x A « Ay NA1= ENTIER(A)}
"FOR" M;= "STEP" | "“UNTIL"™ N *DQ"
*BEGIN" Bi= (M + A/2 » 0,25) * PI; Ciz {/B/B/6Uy
X3= B « (MU=1)/B/E8 «
(1eCx4/15/(TxHU=31 )2 ((2534MUe3T22)HU+17869))/
(1eC28/ S/(T+HU=31)a(( 83sMUew 982)+HUs 3779));
BESS JAPLUSH(A®HNA,X,NA+1,JA)) Ri= JAINAI/ZJA(NA+1);
Pz (ledxxeX w HMU)/X/6/(2%xA¢1)y
Q33 w(2xMU ¢+ 62A + 1 ® 2&XaX)/X/3/(2%A41);
JIM)t= X+Rx(1¢P2R)/(1+4Q4R)
IENDI
"END™ NULPUNTENBESSELJS

"PROCEDURE" TEST NULPUNTEN) .

"BEGIN" "REAL"™ As "INTEGER™ N; "ARRAY" JI§310]}
"REAL" "PROCEDURE™ JAX(A,X); "VALUE"™ A,X; "REAL" A, X
"BEGIN" "REAL™ PA,QA,PA1,QAL,CHI,PI;

"PROCEDURL" BESS POAO1I(A,X,PA,QA,PA1,QA1); "CODE"™ 35183;

PIt3 4 &« ARCTAN(1)s CHI3= X~PIx(A/2+0,25);
BESS PQAD)(A,X,PA,0A,PAL,QAL);
JAX3= SQRT(2/P1/X) % (PA*COS(CHI) e DA*SINCCHI))
SEND" JAX;
"FOR™ A3= 0, L1, 2 "DO"
*BEGIN"™ HULPUNTENBESSELJ(A,10,J)1
QUTPUT(61,"("3/,22ZD,2/")",A)}
"FOR"™ Ni= { "STEP» | wUNTIL" {0 "pO"
OUTPUT(61,"("SB,N,28,4+D,2D"+ZD,/")",
JIN] s JAXCA,JINT))
"END®

"END"™ TEST NULPUNTEN;

OUTPUT(61,"("2B, " ("A")", 118, "("JINI")", |35, " ("JAX )N, snym),

TEST NULPUNTEN
"END®

203
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JIN]

+2.,4008255576958%+000
+5.,5200781102863"+000
+8,6537279129110"+000
+1,1791534439014"4+001
+1,4930917708488"+(001
+1.8071063967911"+001
$2,1211636629879%+001
$2,U352471530749"+901}
$2,7493479132040"+901
+3,06034606468432"+001

+3,831705970207S"+000
+7,0155866698156"+(00
$1,0173468135063%+001
+1,3323691936314"+001
+1,6470630050878"4001
+1.9615858510468"+(01
+2,2760084380593"4+901
4+2,5903672087619"+001
$2,9046828534917"+y01
$3.2189679910975"+001

+5,1356223018407"+000
+8,0172441403998%+900
+1,1619841172149"+001
+1,4795951782351"+001
$1,7959819494988"+901
92.1116997053022"+001
$2,4270312313573"+901
+2,7420573549984"+901
+3,0569204495516"¢001
+3,3716519509223"+¢01

JAX

+0,00" +0
+5,06"%wl6
#l.19"%=14
®],69%e!5S
fl.la"'l“
¢1,25"=14
].,39%=14
+6,49%« 5
w],22"e14
«y,82%e}5

©2,35"%}S
{,00%=14
+8,94"%«}5S
«5,39"«15
+7,66"0}S
©5,04"e}5
#1.09%=14
+1.17"= 14
®0,34"e}S
+1.,34%e14

+2,00"=14
®2,44"=1S
+5,20"=1S
@l,47"%e}5S
+4,85%«15
~},88"e14
+7.,84"e}S
'1173'-1"
+1.,37"=14
+1.10"=}4
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"BEGIN"

*"PROCEDURE"™ KELVIM BEQ1(X,BERQ,BE]O,BER],BEI1)}
"VALUE" X; "REAL" X,BER0,BER1,BElO, BFII)
"IF" X=20 "THEN" '
"BEGIN" BERQ:= 13 BEIOt= BER13= BEllg= 0 "END™ "ELSE"
"BEGIN" “REAL"™ A,B,E,T,Ys "INTEGER"™ K,N,S;
YPROCEDURE" BESS J(XyN,J); "CODE" 35162)
"PROCEDURE™ BESS 1(X,N,I); "CODE" 35172;
"BOOLEAN" "PROCEDURE" ZEROINCX,Y,FX,TOLX); "CODE" 34150
Te= ABS(X)/SORT(2)s E3= EXP(1)1 Yi= (e1435/T)/Ey
Ag= "JF® y>0 WTHEH" { "ELSE® {/Ey B:= 1+Y;
Y§= "IF" ZEROIN(A,B,A*LN(A)wY,"e5) "THEN"™ A "ELSE" {+Y3
Kg= 2t(10ENTIER(TtEtY/u)),
"BEGIN™ "ARRAY" I,J[01K]}
BESS J(T,K,J); BESS I(T,K,1))
BERQ$s BER1s= BEIQ:= BEIl'= 03 St= ely
"FOR® Mgz 2 "STEP® 2 ®UNTIL"™ K %DO"
YBEGIN" S3= e5y
BERQ3S BERO + JIM)aI(N)nS;
BEIOs= BEIO ¢ J([Nei)s][NeilaS;
BER1$= BERL ¢ J(Nml)a(I(Nw2]4][N]1)2Ss
BEIls= BEIl ¢ I(Nellx(J(NJ=JI[Ne2))#$
lEND”,
BERQI= (J(01AIl0)=24BERQ);
BEJOt= 24BEIO0; BER13= «BERIASIGN(X);
BEIl$= #BEIL«SIGN(X)
IENON

"END" KELYIN BEO1;

"PROCEDURE"™ TEST KELVINj
"BEGIN"™ "REAL"™ A,B,C,Ds "INTEGER" K;
*FOR" K3= 0 "STEP"™ { "UNTIL®" § »pQ"
*BEGIN" KELVIN BEQ1(K,A,B,C,D);
OUTPUT (61,7 ("/,2D, 28,4 (N, 28), /" I")K,4,8,C,D)
IENDH
"END" TEST KELVIN;

OUTPUT(61,"(""(" K")",118,"("BERO")",21B,"("BEIO™)",
21B,"("BER1")",21B,"("BELII")",///")");
TEST KELVIN

IENDI
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000449264106L06L6L°S®
000+411959989120595%2=
100=4809%0LL30SNLR" N
100e,£0200LE05LL66°2+
100e,05525169956L0° ¢+
000440000000000000°0+

1138

100242L9LL9999LL68°C4
000+461£065P8H2699° e
0004,68217220H925L° 1=
100,20926159LL0L6°%6>
1002,1,61019209956" €
0004,0000000000000°04

143a

1002451055t 8ENE001° 14
000+uS669225069262° 24
00044199259.985L56° 1+
1002499905.291622L 64
10024999500009956n "2+
0004,0000000000000°0+

0138

00044h9999Lh200052°9=
00044905215591n€95° 2
1002,0.86560208572°%2
100e,0851L201hEL1S L4
1000,60512104500°%6+
0004,0000000000000°14

0438

o «- N "N T N
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4. SPECIALE FUNCTIES EN FOURIERTRANSFORMATIE

4.2. Fouriertransformatie

door C.G. van der Laan

(Rekencentrum, RU Groningen)
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4.2.0. Inleiding

In deze bijdrage aan het colloquium behandelen wij enige aspecten van
de discrete Fouriertransformatie. In sectie 4.2.2. geven we een overzicht
van de beschikbare programmatuur in de programmatheken voor de Control

Data CYBER serie:

ACCULIB versie 6

IMSL editie 4

NAG mark 4 (alleen FORTRAN-versie)
NUMAL versie 14.

In sectie 4.2.3 definidren we een aantal testvoorbeelden. De resultaten
m.b.t. efficiéntie zijn samengevat in Tabel 3; het geheugengebruik zowel
als het gemak waarmee de programmatuur te gebruiken is hebben we niet
gespecificeerd. In sectie 4.2.4 gaan we wat nader in op de relatie tussen
de continue en discrete Fouriertransformatie; bovendien benadrukken wij
het te weinig bekende resultaat: de benadering is vrij van het aliaseffect.
In de secties 4.2.5-4.2.8 hebben wij een greep gedaan uit de toepassingen.
De woorden vector en (eindige) rij worden door elkaar gebruikt; als
notatie gebruiken wij een kleine letter, bijvoorbeeld: a, of een onder-
geindiceerde kleine letter gescheiden door komma's en omsloten door een

haakjespaar, bijvoorbeeld: (al,az,...,an), of een verzamelingsnotatie, bij-
n

k=1
een ondergeindiceerde kleine letter, bijvoorbeeld ay - Voor een functie ge-

voorbeeld: {ak} ¢ R®. Een element van een vector geven we aan door
bruiken we ook kleine letters. Een functiewaarde geven we aan door de naam
met daar achter het argument tussen haakjes, bijvoorbeeld: a(k Af). Be-—
naderingen van vectoren en functies geven we aan met een tilde, bijvoor-
beeld: ; is een benadering van a.

Een p-bovengeindiceerde kleine letter duidt een periodieke functie
of vector aan.

Voor de exponent

elanJ/N

gebruiken we de notatie

jk jk
WN of W
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4.2.1. Definities

Onder een trigonometrische reeks verstaan we een reeks van de vorm

o

1
{a, cos k6 + b sin ke} = ] (a cos k6 + b, sin k8)

a
(4.2.1.1) ?g +
1 x=0

k

o~ 8

met ak, bk onafhankelijk van 6.

Andere reeksen zijn bijvoorbeeld machtreeksen. De reeks

o . k
Z (ak—lbk)z

a
(4.2.1.2) -él +
k=1

is een machtreeks op de eenheidscirkel {z]z=ele,ee[0,w)mod 21}. We merken
op dat (4.2.1.1) het reéle gedeelte van (4.2.1.2) is en constateren een
verband tussen trigonometrische reéeksen en machtreeksen op de eenheids-
cirkel. Algemener geldt dat een trigonometrische reeks geschreven kan

worden als een Laurentreeks op de eenheidscirkel. Vanwege de gelijkheid

oo

(4.2.1.3)  ]' (a, cos k6 + b
k=0

sin k8) = ik

o
T oc e
k e K

met

2ck = ak - lbk, S ck, k = 0,1,...,b0 =0
noemen we het rechterlid van (4.2.1.3) de complexe representatie van een
trigonometrische reeks.
Onder een Fowrtierreeks van een functie verstaan we een trigonometrische

reeks, waarvan de coé&fficiénten gegeven worden door

T
a = %- f £(6) cos k6 a6
m

(4.2.1.4)
T

b = J £(6) sin k6 d6.

ERCS

-
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De complexe representatie van de Fourrierreeks van een functie is de

Laurentreeks (rechterlid (4.2.1.3)) met de coéfficiénten

m
1 -ik6
5 = e—
(4.2.1.5) C > J £(6) e ao.

=T

De integraaluitdrukkingen (4.2.1.4) en (4.2.1.5) worden goniometrische
momenten genoemd.

Als bijzondere gevallen van een Fourierreeks van een functie op [-m,m]
onderkennen we
1. f is symmetrisch (£f(-6) = £(8)); cosinusreeks.
Zij

®

(4.2.1.6) £(8) ~ ]' a_cos ke
k=0

en

£(0) = f(arccos x) = h(x)

dan geldt de Chebyshevontwikkeling,

©

(4.2.1.7) h(x) ~ 2' a_ T, (x)
k=0 X ¥

met Tk het k-de Chebyshevpolynoom van de eerste soort en

X = cos 8

1

2 h(x)Tk(x)
(4.2.1.8) a =7 [ —_— dx
-1 V1-x2
2. £. is antisymmetrisch (£(-6) = -£(8)); sinusreeks.

Zij

(4.2.1.9) £(8) ~ } b, sin k8
k=1 *
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en

£(0) = f(arccos x) = h(x)
dan geldt
(4.2.1.10) h(x) ~ V1-x2 ] b_ U _ . (x)

k k-1
k=1

met

X = cos 6

1
2

(4.2.1.11) bk =5 J h(x) Uk—l(X) dx

-1

waarin Uk het k-de Chebyshevpolynoom is van de tweede soort.

Onder de n-de partiéle som Sn van een trigonometrische reeks verstaan we

o T ike
(4.2.1.12) s (8) = ) (a,_cos k6 +b_sinkf) = ) c_e .
n k=0 k k

k k=-n

De uitdrukking

(4.2.1.13) &'™® 5_(6)

is een trigonometrisch polynoom van de graad 2n.

Opmerkingen

1. Het ~-symbool is gebruikt om de relatie tussen een functie en zijn
Fourierreeks aan te geven; we nemen aan dat de functies Riemannintegreer-
baar zijn en aan voldoende gladheidsvoorwaarden voldoen (Lipschitz-
conditie/begrensde variatie/continu/differentiéerbaar) opdat de rij
{Sk} convergeert (puntsgewijs/uniform/in Qg—norm).

2. Het Z"—symbool wordt gebruikt om aan te duiden dat zowel de eerste als

L]
de laatste term voor de helft genomen moet worden; het z -symbool wordt



214

gebruikt als alleen de eerste term voor de helft genomen moet worden.
In beide gevallen geldt b0 = bn = 0.
L]
3. Bij een periodieke n-vector, bijvoorbeeld: (cp,Cys..-sCp_4) < {{ck}k=0|

c, e € ACcC }, onderscheiden we de symmetrie-eigenschappen:

k k = %k mod n

Hermitese n-vector (ck = c_k),

anti-Hermitese n-vector (ck = - c_k),

),

-C

symmetrische n-vector (ck =c_p

antisymmetrische n-vector (ck ).

-k

4.2.2. Overzicht van de beschikbare programmatuur

4.2.2.1. Complexe eindige trigonometrische reeks

Zij

(4.2.2.1.1) £(8,) = ) ¢ e

k~ k=0
De beschikbare programmatuur kunnen we dan classificeren op grond van:

te berekenen, waarin {c } N-1 en de hoek ej gegeven zijn.

a. evaluatie voor één hoek of meerdere equidistante hoeken;

b. Sk zijn reéel of complex.

De FFT-algoritmen vallen onder a) en men kan opmerken dat alle aan-
wezige implementaties zijn gebaseerd op de ALGOL 60 versies van SINGLETON
[1968]. Voor een overzicht van andere algoritmen wordt verwezen naar

COCHRAN in RABINER e.a. [1972].

De evaluatie voor &én hoek is aanwezig in NUMAL. De onderliggende
algoritme is de Clenshawrecursie met de modificatie van Reinsch. Deze al-
goritmen kunnen worden verkregen als een gegeneraliseerde Hornerregel uit

de representatie
k

: . O N-1 c
-i8 2
(4.2.2.1.c) £(8) = (1,e ) z ( ?3fe é) (($> (Clenshawrecursie).
k=0

Door geschikte factorisatie van de matrix en transformatie van de onaf-
hankelijke variabele verkrijgen de Reinschmodificaties:
k

N-1 A+1 )\)

C

k

(4.2.2.1.r) £(8) = gy(A) = (1,-1/2+isin6) ) L1t
k=0

0 ), = —4sin2 8/2;

van A ~ T is een analoge representatie te verkrijgen.
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TABEL 1
N-1 ike,
Implementaties voor berekening van z ¢ © 3,
k=0
Gegevens specificatie ACCULIB IMSL NAG NUMAL
Bj = 6, evaluatie voor één hoek
N-1 N
leyligec - - - COMFOUSER/1/2
N-1 n
leydig ¢ R - - - COMFOUSER/1/2
2T
6] =5 j=0,1,...,N-1(FTT)
N-1 N
{Ck}k=0 € ¢ FFTMCA/F FFTP | CO6ABA/F -
FFT2 | CO6ADA/F
FFT2RV
(e, Ve ®Y - FFTR - -
k k=0

Opmerkingen (Tabel 1)

1. IMSL bevat routines voor de FFT en nog een hulproutine FFRDR2 om de
permuatie van een complexe datarij, van lengte 2m, uit te voeren
(reverse binary <> normal).

2.. De routine FFT2RV, transformeert een complexe datarij, van lengte 2m,
gegeven in "reverse binary order"; het resultaat is in "normal order".
FFT2 transformeert een complexe datarij, van lengte 2m, uitgaande van
"normal order"; het resultaat is in "reverse binary order". CO6ABA/F,
CO6ADA/F, FFTMCA/F, FFTP en FFTR transformeren van "normal order" naar
"normal order".

3. FFTMCA/F en CO6ADA/F zijn geschikt voor "multi-variate" transformatie.

4. Het merendeel der programmatuur voor FFT vereist een datarij waar-
van de lengte een mucht van twee is. CO6ADA/F, FFTP en FFTMCA/F laten
datarijen van andere lengte toe. FFTR vereist een datarij waarvan de

lengte even is.
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5. Voor de inversie bevat de programmatuur CO6ABA/F een extra boolean/logi-

cal parameter, invers. Bij IMSL staat in de documentatie vermeld hoe,

door toepassing van conjugaties, de inversie m.b.v. de genoemde routines

verkregen kan worden; bij FFTR wordt dit echter niet aangegeven.

In de Voorbeelden O t/m 3 geven we aan hoe de complexe Fouriertrans-

formatie te gebruiken is als de datarij bijzondere eigenschappen bezit,

bijvoorbeeld: € R, (anti-)Hermites, (anti-)symmetrisch.

In het algemeen

geldt dat een datarij van even lengte efficiént getransformeerd kan worden.

Voorbeeld 0 (Transformatie van een reéle datarij (van even lengte)).

zij

273

N j=0,1,...,N-1

(4.2.2.1.2) £(

N
met {rk} € R . De resulterende rij is Hermites.

Algoritme O
N = even:
£ = 4la, +a., -iWw (a-a.,, O}, 3=
j t j N/2-3 N "7j aN/Z-J) rJ
fyeg = Es, §=0,1,...,N/2
waarin
a = we (r. +ir. ) WS
3 k=0 2k T2k+1’ "N/2°
aN/2 ao.

N = oneven:

0,1,...,N/2,

j = Olll"‘lN/z—ll

Via algemene complexe transformatie (aanroepen van FFTR).

Illustratie O

zij

(rk} = (1,0,3,4).



De resultaten worden verkregen uit

1 . .
{ak}k=0 = (4+4i,-2-4i)
als
{f }2 = (8,-2-4i,0)
k k=0 ! e
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Voorbeeld la (Transformatie van een complexe Hermitese datarij (van even

lengte)).
zij
N-1
s .
(4.2.2.1.3) £5gd - ] °\ W, 5 =0,1,...,81
k=0 N

N- .
met de complexe Hermitese rij {ck}k_é. Het resultaat is reéel.

Algoritme 1la

N = even:

N/2-1

fa5 ¥ py4 T kZO o + oy /na

+ i Wg(ck-cN/2+k)}

j=0,1,...,N/2-1.

N = oneven:

via algemene complexe transformatie (aanroepen van FFTP).

Illustratie 1la
Zij

{ck} = (1,i,2,-i).
De resultaten worden verkregen uit

}1 = (3-3i, 3+i)

{f.. +1i k=0 =

2k f2k+1

als

1k
WN/2'
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(£ o

= (3,-3,3,1).
Deze illustratie is geprogrammeerd in FORTRAN en maakt gebruik van CO6ABF

(zie bijlage).

Voorbeeld 1b (Transformatie van een complexe anti-Hermitese datarij (van
even lengte)).

Zij (4.2.2.1.3) gevraagd met een complexe anti-Hermitese datarij {ck}i;é.

Voor het resultaat geldt Re f = 0. Het eenvoudigste is het voorbeeld te

herleiden tot Voorbeeld la door te beschouwen {c /1}k O

Algoritme 1b

N = even:

N/2-1 .
£y37t foq41 = kZO log + ey pue = 1 Wy (O 0

jk
)} WN/2'

j=0,1,...,N/2-1

met

£.. =1 Im(fzj-l f2j+1)

foger = L Re(Ey -1 £55,9)-

N = oneven:

via algemene complexe transformatie (aanroepen van FFTP).

Illustratie 1b
Zij

{e b = (3i,1,21,4).
De resultaten worden verkregen uit

. 1 . .
(0 = 1 o 1 hmg (1471,1431)

als

(g} _ = (74,1,3i,1).
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Deze illustratie is geprogrammeerd in FORTRAN en maakt gebruik van FFT2,

FFRDR2 (zie bijlage).

Voorbeeld 2a (Transformatie van een reéle symmetrische datarij (van even
lengte)).
Zij (4.2.2.1.2) gevraagd met een reéle symmetrische datarij {rk}i;é. Het

resultaat is reéel en symmetrisch.

Algoritme 2a

N = even:

= 1 _ . . s
(4.2.2.1.4) £ z[aj+aN/2_j+(aj aN/Z-j)/(ZSln jn/(N/2)1, 3 =1,2,...,

N/2-1,
-y = £50 3 = Li2i.N/201,
N/2-1
£, =a, + r ,
0 0 k=0 2k+1
NS?—I
£ =a, - r .
N/2 0 koo 2k+i
waarin
N/2-1 .

a, = ) (x4,  .-r, ) WX_, 3 =0,1,...,8/2-1.

j 20 2k 2k+1 " 2k-1 N/2° rer !

De berekening van de rij {ak} kan via Algoritme la.

N = oneven:

via de algemene complexe transformatie (aanroepen van FFTR) .

Illustratie 2a
Zij

{rk} = (1,2,3,2).

De resultaten worden verkregen uit
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als
= (8,-2,0,-2).

Voorbeeld 2b (Transformatie van een reéle antisymmetrische datarij (van
even lengte)).

N-1

Zzij (4.2.2.1.2) gevraagd met een re€le antisymmetrische datarij {rk}k=0'

De resulterende rij is Hermites; bovendien geldt Re fj = 0.

‘Algoritme 2b

N = even:

-l-[a - a
21 “?5 T ®ny/2-

(4.2.2.1.5) fj - (aj+aN/2_j)/(ZSin jn/(N/2)) 1],

j=1,2,...,N/2-1

fo =0,
fyy = ~Eyr 37 L2,0N/2,
N/2-1 ,
a, = Z (r -r +ir )ij j=0,1,...,N/2-1.
37 Ly Tk TTk-1 2k’ "N/2° theecee

De berekening van de rij {ak} kan via Algoritme 1la.

N = oneven:

via de algemene complex transformatie (aanroepen van FFTR).
Illustratie 2b
Zij

{rk} = (0,2,0,-2).

De resultaten worden verkregen uit

1
{ak}k=0 = (0,8)

als
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(0,4i,0,-41).

Voorbeeld 3 (Transformatie van twee reéle datarijen).

Zij

en

met {xk} e RV

Algoritme 3

waarin

Illustratie 3

zZij

N
217 j
a (&h = ] X, ng, j=0,1,...,N-1
k=
N-1
217 kj
b (—ﬁlﬁ = Z Yy WNJ, i=20,1,...,N-1,
k=0
en {y } € R". De resulterende rijen zijn Hermites.
k
ay = Eﬁ_j = (cj+5&-j)/2’ §=0,1,...,N:2+1
bj = EN_J = (cj——N_j)/Zi, 5 =0,1,...,N32+1
N-1 .
c. = J (x +iy )W, §=0,1,...,N-1.
37 L TR N
{xk} = (1,2) en {y } = (3,4).

De resultaten worden verkregen uit

als

1

{ k=0

o}

1
{a }, _

= (3474, -(1+i))

1
(3,-1) en {b }, o = (7,-1).
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4.2.2.2. Reéle eindige trigonometrische reeks

Zij

N/2,
(4.2.2.2.1) £(6,) = kgo (a cos k8, + by sin ke,)
met

N/2 N/2-1 - _ =
k}k=0 en {bk}k=1 reéel (bO_bN/Z_O)

f(ej) € R, {a
en ej een hoek. Als {ak}, {bk} en Sj gegeven zijn spreken we van de har-
monische synthese; als {fk} en {Gk} gegeven zijn spreken we van de har-
monische analyse (inversie).

We onderscheiden naar:

a. evaluatie voor één hoek of meerdere equidistante hoeken;

b. sinusreeks(en) en/of cosinusreeks(en).

De evaluatie voor één hoek is beschikbaar in ACCULIB en NUMAL. De ge-
Iimplementeerde algoritmen berusten op de Clenshawrecursie met de modifi-
catie van Reinsch.

In NUMAL is bovendien de recursie via een orthogonale transformatie
gerealiseerd (Hornerschema). Een andere variant, de phase-shift-algoritme
(NEWBERY [1973]), is nergens geimplementeerd; de oorzaak daarvan moet ge-
zocht worden in de inefficiéntie van de algoritme.

Voor N-1 equidistante hoeken is de harmonische analyse beschikbaar in
ACCULIB, IMSL en NAG. De synthese is aanwezig in ACCULIB en NAG. Verdere

details, omtrent beschikbaarheid, zijn te zien in Tabel 2.
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TABEL 2
N/2
Implementaties m.b.t. £(8.) = z {a, coskf. + b sink@_}.
] Z k J k J
k=0
Gegevens specificatie ACCULIB IMSL NAG NUMAL
6, =6,
evaluatie voor één hoek
N/2 N/2
{ap hsor 0 H 2T FOUREV - FOUSER/1/2
- N/2
{ag =0}, (b 1, 1] - - - SINSER
N/2 -
taydygr (b =0} - - - COSSER
2n
6, = ]’Fﬂ, j=0,1,...,N1
N/2 N/2-1 , _
{a 3 L0 b 1 1] FFTMRA/F CO6AAA/F -
{eg }?;é FFTMRA/F | FFCSIN | CO6AAA/F -

Opmerking (Tabel 2)
De NAG-programmatuur CO6AAA/F, en FFTMRA/F bevat een parameter zodat de

harmonische analyse of the harmonische synthese uitgevoerd wordt.

In de Voorbeelden 4 t/m 6 geven we aan hoe de complexe Fourier-
transformatie te gebruiken is voor de sinustransformatie, cosinustransfor-

matie en in het algemeen de harmonische analyse en synthese.

Voorbeeld 4 (Sinustransformatie)

Zij

f(%) = ) b_sin 7 kj/m

(4.2.2.2.2) =i J or w3, j=1,2,...,m1
k=0
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waarin
x, =r = 0
rk =_bk/21 k=1,...,m1
rN—k= bk/2' k=1,...,m1
N = 2m.

Algoritme 4

De transformatie (4.2.2.2.2) wordt verkregen uit de transformatie

(4.2.2.1.5) van Algoritme 2b.
Illustratie 4

zij

ey = (102,30

De resultaten worden verkregen uit (zie Algoritme 2b)

{a},_, = (-2,4,-6)
als
3
(g}, = (2+2/2,-2,-2+2/2).

Voorbeeld 5 (Cosinustransformatie)

Zij
IS m,,
f(;fé = z 0 cos m kj/m
k=0
N-1 k4
(4.2.2.2.3) = ] 5 W 3=01,...m
N
k=0
waarin
r, = ek - ak/2, k =0,1,...,m,

2m.
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Algoritme 5

De transformatie (4.2.2.2.3) wordt verkregen uit de transformatie

(4.2.2.1.4) van Algoritme 2a.

Illustratie 5
zij

4

oy o =

} (2,0,0,2,4).

O

De resultaten worden verkregen uit (zie Algoritme 2a)

3 —_—
lagd o = 3,-3,3,1)
als
4
{8 o = (5, ~(1+/2), 3, -14/2, 1).

Voorbeeld 6a (Harmonische synthese (CO6AAA/F; FFTMRA/F))

7ij
_ m, m-1
£ = z a cos m kj/m + z bk sin 7 kj/m
n k=0 k=1
N-1 .
(4.2.2.2.4) = ) o W, 5= 0,1,...,801
k=0
waarin

cO = a0/2, cm = am/2

[¢]
]

k = Cyx = tla-ib), k= 1,2,...,m-1

N = 2m.
Algoritme 6a

De transformatie (4.2.2.2.4) wordt gegeven in Algoritme la.

Illustratie 6a

zij
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(2,0,0,2,4) en {b }

k’'k=0 k = (1,2,3).

s W

=1

De resultaten worden verkregen uit (zie Algoritme la)

{£, +1 f2k+1}i=0 = (5+i(14/2) ,14i (-3+3/2) , 141 (1-/2),
5-1(3+3v2))
als
{fk}}Lo = (5,1+/2,1,-3+3vV2,1,1-/2,5,-(3+3/2)) .

Voorbeeld 6b (Harmonische analyse (FFCSIN; COGAAA/F; FFTMRA/F))

zZij
1 N1 7
a, == | £(cos mki/m, 3 =0,1,...,m
J m m
k=0
1 N-1 -
b, == ) £() sin 7w ki/m, J = 1,2,...,m-1
J m m
k=0
met

Algoritme 6b
. 1

(4.2.2.2.5) a. + ib, = —

J j m
Illustratie 6b
Zij
= (1,0,3,4).
De resultaten worden verkregen uit (zie Algoritme 0)

. 2 _ o, .
{ag +ib L o= (4,-(1+421),0)
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als

2
{ak}k=0 = (4,-1,0) en b, = -2.

Nog enige opmerkingen omtrent deze sectie.

1. IMSL bevat ook programmatuur m.b.t. spectraalanalyse. De routine die
gebruik maakt van de FFT heet FTFFT1. NAG bevat een routine om de cir-
culaire convolutie uit te voeren op twee reéle datarijen (CO6ACA/F).

2. Het komt voor, dat de factoren

k

WN , k

]

0,1,...,N-1
sin mk/N, k = 1,2,...,N-1

berekend moeten worden. OLIVER [1975] heeft gewezen op de algoritme van
Hopgood en Litherland; een gegeneraliseerde ALGOL 68 implementatie is
opgenomen in de bijlage.

3. De afleidingen van de Algoritmen zijn te vinden in COOLEY (p.280 in
RABINER [19721]).

4.2.3. Testvoorbeelden

Voor het testen van de programmatuur hebben wij een drietal relaties
geverifieerd.
a. vergelijken met exacte waarden;
b. verificatie van relatie van Parseval;
c. verificatie van transformatie-inversie paar.
Voor de genoemde gevallen hebben wij de "evaluatie van een trigonometrische
reeks voor &én punt" toegepast op de punten die ook gebruikt worden bij
de FFT-implementaties, en daarmede de testvoorbeelden algemeen toepasbaar
gemaakt. Bovendien is hiermede het v&6r-FFT tijdperk gesimuleerd.

Voor de meting van de relatieve nauwkeurigheid gebruiken we de

formule
e = | absolute fout | __ /lexacte waardel
rms rms

el 3 2,3t
met I£l = {kzl [£, [ 7/N}2.
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In het verdere verloop zullen we de berekende grootheden met E en de exacte
grootheden met F aanduiden. De grootheid t is de tijd nodig om F te be-
rekenen.

De tijden en nauwkeurigheden van de programmatuur voor de drie test-
voorbeelden is opgenomen in Tabel 3. De theoretische nauwkeurigheid en
efficiéntie is ruwweg evenredig met N 210g N. Voor meer specifieke details
zie GENTLEMAN & SANDE [1966], GENTLEMAN [1969] of RAMOS [1971]. Aan het
einde van deze sectie hebben we bovendien Tabel 4 opgenomen, die de modu-

lariteit illustreert.

4.2.3.1. Nadere specificaties van testrelaties

. N-1 .
Probleem I f(zﬂl) = Z c ij, j=0,1,...,N-1,
—— N k N
k=0
Ia. Modelprobleem
Zij
c, = ck € C,

dan geldt, dat de berekende waarde, F, bestaat uit de componenten

Voor de exacte waarde, F, verkrijgen wij de componenten

Nl (1—cN)(1—E'W§3)
F.= ) ¢ WNJ= 5 —, § =0,1,...,N-1.
I k=0 1+|c| “~2Re (cW])

Ib. Relatie van Parseval

De relatie van Parseval is gegeven door

N-1 N-1

213, |2 2

I lesh®=n ] el
j=0 k=0
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De berekende grootheid, F, is

. k
Als exacte waarde, F, verkrijgen we, voor het speciale geval ck =c

1-|e]

Ic. Transformatie-inversie paar

Als berekende grootheid F nemen we de vector bestaande uit de componenten

N-1 N-
~ l —jk
Fj = § Zo W JLZ

1
k2
WN Cyr j=20,1,...,N-1.
k 0

De exacte waarde is de oorspronkelijke vector c.

Probleem II

. m, m-1
£3) = } a cos mkj/m+ ) b_ sin mkj/m, j = 0,1,...,2m-1.
m k k
k=0 k=1
ITa. Modelprobleem
zij
k k
a =r. bk = r_ met [rcl <1, |rs| <1

dan wordt de berekende grootheid, E, gegeven door de vector met componenten
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o~ Oy m-1 k
F, = Z r cos m kj/m + Z r_ sin 7w kj/m, j =0,1,...,2m-1.
J k=0 ¢ k=1 °

De exacte grootheid, F, is de vector bestaande uit de componenten

(1—r2)(1—(—1)3rm) r_ sin mj/m (1—(—1)er)
F.=é ZC C+S > S
j _ . _ .
1+rC 2rC cos mj/m 1+rS 2rs cos mj/m

j=0,1,...,N-1; m 2 1.

IIb. Relatie van Parseval

De relatie van Parseval is gegeven door

2m-1 . m,, m-1
f(ﬂml)2 =m( ) af( + 7 bi) .
j=0 k=0 k=1
Voor het speciale geval a, = rk b = rk x| <1 ]r ! < 1, worden de
k c’ Tk s’ 'Te " 7s !

berekende en exacte grootheden gegeven door respectieveliijk

2m-1 m, m-1

F = Z { Z r: cos m kj/m + Z rz sin w kj/m}2
§=0 k=0 k=1
en
1—r§+2 rz(l-rz_z) N
F=m ( + - 3(14r))), N = 2m.
2 c
l-r 1~-rs

IIc. Transformatie-inversie paar

De berekende grootheid wordt gegeven, met m = N/2, door de componenten

-5 -1 ;
F. = = = cos Tkj/m(
k % m =0 220

m-1
ay cos mLj/m+ ) b2 sin 72j/m),
2=1

e
I

0,1,...,m;
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m, m-1
sinnkj/m( z al cosmlj/m + 2 bl sinm®j/m),
0 2=0 2=1

k=1,...,m1.
De exacte waarden worden gegeven door de oorspronkelijke coéffiénten

m m-1
{ak}k=0’ {bk}k=1'

Bij een cosinustransformatie respectievelijk een sinustransformatie vinden

we voor de berekende grootheden

~ 2 m" mll
a = = z costkj/m z a, cosmlj/m, k =0,1,...,m;
k m . 2
j=0 2=0
- 2 m-1 m-1
b, = — Z sinnkj/m Z b sinm%j/m, k=1,...,m1.
koomygy =1 "

Opmerkingen (Tabel 3)
1. De tijd is gemeten in milliseconden en is onnauwkeurig met ~ 20ms t.g.v.
multi-processing van de rekenmachine; deze tijden geven slechts infor-

matie omtrent de orde van grootte.

2. Bij FFTP zijn twee tijden vermeld. De eerste geldt voor N = 1024 en de
tweede voor N = 1000. Bij N = 1000 zijn onjuiste resultaten geconsta-
teerd (deze zijn overigens door IMSL ook gesignaleerd en in editie 5

gecorrigeerd).

3. De inversie van de getransformeerde van een reéle datarij kan elegant
geschieden (via Voorbeeld en Algoritme la en een conjugatie); bij de
documentatie in de programmatheken staat dit niet vermeld en een on-
schuldige gebruiker moet daartoe FFT2 gevolgd door FFRDR2 aanroepen.
Dit is inefficiént.

4. De transformatie corresponderend met de inversie FFCSIN is niet aange-
geven. Om toch resultaten te verkrijgen zouden we de algoritme gegeven

in Voorbeeld 6a kunnen gebruiken of CO6AAA/F of FFTMRA/F.

5. De testvoorbeelden zijn gedraaid met
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TABEL 4

Routine/procedure afhankelijkheid.

Implementatie Hulpimplementatie

CO6AAA CO6AA9, CO6AA8, CO6AA7, CO6AA6
CO6AAF CO6AB8, CO6AB9

CO6ABA CO6AAY, CO6ABZ

CO6ABF CO6AA9, CO6AA8, CO06AA7, CO6AB9
CO6ACA CO6AAZ, CO6AAY, CO6AAX, CO6ABZ
CO6ACF CO6AAZ, CO6AAY, CO6AAX, CO6AAW
CO6ADA -

CO6ADF -

COMFOUSER -

COMFOUSER 1
COMFOUSER 2
COSSER
FFCSIN
FFRDR2

FFT2
FFT2RV
FFTMCA
FFTMCF
FFTMRA
FFTMRF

FFTP

FFTR
FOUREV
FOUSER
FOUSER 1
FOUSER 2
FTFFT1
SINSER

COMFOUSER

FFRDR2, FFTR FFTP, FFT2

FFTMCA
FFTMCF

FFRDR2, FFTP, FFT2

COSSER, SINSER
FFRDR2, FFTP, FFTR, FFT2

Opmerkingen (Tabel 4)

1. Een cross-reference tabel is alleen opgenomen in IMSL.
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2. De hulpimplementaties in NAG zijn niet gedocumenteerd.

4.2.4. Verband tussen Fourierintegraal en discrete Fouriertransformatie

4.2.4.1. Niet-periodieke functies

Z2ij x(t), t € (-»,») en a(f), £ € (-~,~) een Fourierpaar d.w.z.

o

a(f)

an)ghﬁt&,fehmm,

-0

x(t)

J a(f) eZNLft df, t € (-w,»),

@

dan geldt dat

T xP(k At) en ap(k Af)

een discreet Fourierpaar vormen. In formules (DFT):

N-1 .
T T x5 (k At) wﬁj, 5 =0,1,...,N-1

k=0

(4.2.4.1) aF(j af) =

2|

N-1 s
) a (k Af) W7, j =0,1,...,N-1
k= N

(4.2.4.2) T x° (3 4t)

met als aliasfuncties

©

Y ox(t+kT),

==—00

xP(t)

©

Y a(f +kF),

=—00

aP(f)

]
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(Zie COOLEY, p. 280 in RABINER [1972].)

De belangrijkste gevolgtrekking, die we hieruit kunnen maken, is dat bij
discreet Fouriertransformeren we een transformatie tussen de vectoren xP en
ap uitvoeren en niet tussen de vectoren x en a, i.e. niet tussen de discrete
functiewaarden. In sectie 4.2.4.1.1. geven we een methode om van het zoge-

naamde aliaseffect af te komen. Het begrip Nyquistfrequentie is niet meer

relevant

4.2.4.1.1. Berekening van a(f) in een aantal equidistante punten

Als benadering kunnen we vragen naar a in de punten {fk} =
(0,Af,...,(N-1)Af,NAf,...). Voor a(fk) kunnen we schrijven

T

J B o2mikt/T

(4.2.4.3) a(fk) = at, k=0,1,...,N-1,N,...

H|=

0

met T = 1/Af.

Onder meer STOER [1972] en GAUTSCHI [1972] hebben laten zien dat
(4.2.4.3) te schrijven is als
N

_ P
(4.2.4.4) a(fk) = Tk a (k Af) + Rk

met de verzwakkingsfactoren

T

(4.2.4.5) 1 =13 J Ole) om2mike/T

X dat,

0

. 0 . R L .
waarin n (t) een continue periodieke functie is die linear en translatie-
invariant (REINSCH in STOER [1972]) de datapunten ((0,1),(At,o0),...,

((N-1)At,0)) approximeert, en restterm

T
N-1 .
R, = j ) - ) o - nl(ekat)} e 2T ¢
3 k=0 X
0

Voorbeeld 7 (Berekening van {Tk}:_o).

Zij het approximatieproces de lineaire interpolatie. no(t) wordt dan ge-

geven door
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no(t)-as

Uitwerking van (4.2.4.5) geeft

At

EJ (1—11[)

I

(4.2.4.6) T =T X

-At
= {

1_
mk/N

Opmerking

-2mikt/T

sin ﬂk/N}z, k

dt

0,1,... .

Voor andere t-factoren zie GAUTSCHI [1972] of BAUER & STETTER [1959].

Voorbeeld 8 (Berekening van a(fj))
Zij

et 20

0O ,t<o0

x(t)

met Fouriergetransformeerde

1
28 = Togair

~

De benaderingen a,

van (4.2.4.4), met T

((simrk/N)/(Trk/N))2

(4.2.4.7)
F(i_e—l/F—2wk/N)

k

zoals gegeven door (4.2.4.6) zijn

s k=0,1,... .

In Tabel 5 geven we een overzicht van de resultaten.
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TABEL 5

Reéle deel Fouriergetransformeerde van e_t- t 2 0.

k Re ak Re ai Re ;k
1 1
0 1 S S
F(1-e"1/F) F(1-e” /F)
1 1 1
N/2 S S o
147F2 F(1+e /F) Fr (140 H/F)

4.2.4.2. Periodieke functies

Z2ij £(0) periodiek met periode T. De Fourierco&fficiénten worden ge-

geven door

(4.2.4.8) Cp =

H|=

T
J £(0) e 2MKRO/T g5 1 = 0,451,122, ...
0

De integralen (4.2.4.8) kunnen berekend worden via (4.2.4.4) met TxP = f.
Opmerking

Een andere technische uitwerking is de functie f te splitsen in een sym-
metrisch en antisymmetrisch gedeelte.

Van ieder gedeelte kan men de Fourierontwikkeling verkrijgen (zie sectie
4.2.5 en 4.2.6).

Voorbeeld 9 (Berekening van de Fourierco&fficiénten van een periodieke
functie)
Zij

£(8) = sin 6.

De Fouriercoéfficiénten, (4.2.4.8), worden benadered via (4.2.4.4) als

T,/2i , k=1, N>2

Ck=1_TN-1/2l’ k=N-1
0 s k#1, N-1
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In Tabel 6 geven we een overzicht van de resultaten met Ty zoals gegeven

door (4.2.4.6)

TABEL 6

Fouriercoéfficiénten van sin 6

P ~
k ck ck ck
1 1 1 2
1 57 51 ﬁ(l-(‘n'/N) /3+...)
1 1 3., 2
N-1 0 51 2i(1T/N-(Tr/N) /31+..0)
x (1+1r/N+...)2/1r2
k 0 0 0, 1 <k <N-1
Xk >N 0 periodiek o(k'z), k >N
mod

Opmerkingen

1. De berekening van integralen van het type

(4.

1
2.4.9) J £(0) ¥ a0
0

met f een niet-periodieke functie zijn hier niet beschouwd; de geinteres-
seerde lezer wordt verwezen naar LYNESS [1974], of overweeg ontwikkeling
van g(6) = f(cos 8). De convergentie van de bijbehorende Fourrierreeksen
is een andere zaak; literatuur hiervoor is BARY [1964] of ZYGMUND [1959].
Het verschijnsel van lekkage, d.w.z. de resultaten zijn verstoord om-
dat men de periode van een periodieke functie niet kent, kan men ont-
duiken door de functie als niet-periodiek te beschouwen met inacht-

neming van randcorrecties of door de periode te schatten.

4.2.5. Fourierontwikkeling van een symmetrische periodieke functie

Zij f symmetrisch en periodiek. De Fouriercoéfficiénten worden ge-

geven door

2w

1 -ik6
(4.2.5.1) ¢, = 5;-[ £(8)e an.

0
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De benaderde coé&fficiénten worden verkregen met behulp van (4.2.4.4) als

N-1 K
L £/ WO,k =0,1,... .

j=0

(4.2.5.2) o =

Tk
k N

De uitwerking kan efficiént via Algoritme 2a.
Illustratie 10 (Fourierontwikkeling van c0526 of Chebyshevreeks van x2)

zij £(0) = cos26.
De benaderde Fouriercoé&fficiénten (4.2.5.2), voor N = 4, worden gegeven

door

~ .3
{ck}k=0 (1/2,0,12/2,13/2).

In Tabel 7 vatten we de resultaten samen met Tk zoals gegeven in (4.2.4.6).

TABEL 7

. R 2
Fouriercoéfficiénten van cos 6; N = 4.

P ~
k ck ck ck
0 3 i 3
1 0 0 0
2 1 } 8/(2m) 2
3 0 ! 4/(3m)2
4 0 0 0

, 2
5 .0 } 4/(5m)

4.2.6. Fourierontwikkeling van een antisymmetrische periodieke functie

Z2ij f antisymmetrisch en periodiek. De Fouriercoé&fficié&nten worden

gegeven door
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2m
1 -ik@
(4.2.6.1) Cp = o J £(6) e 4ae.
0

De benaderde Fouriercoéfficiénten worden verkregen met behulp van (4.2.4.4)

als

~ Tx N-1 —kj
(4.2.6.2) S TN £(2nj/N) Wy k=0,1,... .

| ~-11

3j=0

De uitwerking kan efficiént via Algoritme 2b.
In Voorbeeld 9 en Tabel 6 is de ontwikkeling'geillustreerd voor het geval

£(8) = sin 6.

4.2.7. Warmtegeleiding en trillende snaar

De warmtevergelijking wordt gegeven -door

@ |
A
[N}
I
|
&le

Als randcondities kunnen we bijvoorbeeld onderscheiden

(4.2.7.1) u=20 voor x = 0O en x =,
u = f(x) voor t = 0.

(4.2.7.2) u = 0 voor x = 0O en x =,
u = g(x) voor t = 0.

Als oplossingen verkrijgen we, LAUWERIER [1968]

o 2
(4.2.7.3) u(x,t) = [ a_sinkx ekt
k=1

met

(4.2.7.4) a, =

SIS

T )
J f(x)sin kx dx = 21(%; J f(x)e—ikx dx), f(-x) = -f£(x)
0 w



voor (4.2.7.1) en

o
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(4.2.7.5) u(x,t) = Z' b, cos kx e
k=0
met
- i
_2 -5 (L -ikx .\ oy
(4.2.7.6) bk == J g(x) cos kx dx = 2 \Z7 j g(x)e dx/, g(-x) = g(x).
o -7

voor (4.2.7.2).

De berekening van de integralen (4.2.7.4) en (4.2.7.6) kan geschieden via

sectie 4.2.6 en 4.2.5, respectievelijk.

Illustratie 11

Zij
2
9°u _ du
3 =3 ¢ 0 <x<wm,
9x
u =0, voor x = 0 en x
. 2
u = cos x, voor t = 0.
De oplossing wordt gegeven door
u(x,t) = i(l+cos2x e_4t),

Een benaderde oplossing verkrijgen we via Tabel 7 als

G(x,t) =3+ 4/1r2 cos 2x e

Illustratie 12

zij
2
3
du _Bu 45,
3 2 t
dx
u=20 , voor x = 0 en x
u = sin x, voor t = O.

4t

+ ...

™
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De oplossing wordt gegeven door
u(x,t) = sin x e_t.

" Een benaderde oplossing verkrijgen we via Tabel 6 als

B(x,t) = (1-(n/M)%/3) sinx e T + ...

De beweging van een trillende snaar wordt beschreven door

32 Bzu
——g~= — - F(x,t), 0 <x < m
Ix at
(4.2.7.7) u=20 voor x =0 enx =T
u = f(x)
} voor t = O.
u = g(x)

Hier beschouwen we het speciale geval F(x,t) = 0; voor F(x,t) # 0 wordt
verwezen naar LAUWERIER [1968]. Als oplossing verkrijgen we, LAUWERIER
[19681],

©

u(x,t) = ) (a_ cos kt+b_ sin kt) sin kx
k=1 k k

met
s ™

(4.2.7.8) a = %— J f(x) sin nx dx = 2i<§; J f(x)e_ikxdx), f(-x) = -f
0 -

en
T ™

(4.2.7.9) b= -ﬂ% j g(x) sin nx dx = Eki (E%J g(x)e_ikxdx>, g(-x) =
0 -7

De berekening van de integralen (4.2.7.8) en (4.2.7.9) kan geschieden v

sectie 4.2.6.

(x)

-g(x).

ia
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Illustratie 13
Zij

32u 82u
sz 3t2

u=0, voor x =0, x=m, t =0,

ut = sin x, t = 0.

De oplossing wordt gegeven door
u(x,t) = sin t sin x.

Een benaderde oplossing verkrijgen we via Tabel 6 als
G(x,t) = (1—(n/N)2/3) sin t sin x + ...

Tenslotte zij opgemerkt dat de Fourierreeksontwikkeling ook gebruikt kan

worden bij de potentiaalvergelijking.
4.2.8. Deconvolutie

Het hier gesignaleerde probleem komt neer op het oplossen van een

integraalvergelijking
(4.2.8.1) y(s) = J h(s-t) x(t) dat,

waarin y(t) en h(t) discreet gegeven zijn en x(t) opgelost moet worden.
Met behulp van de convolutiestelling kunnen we de Fouriergetransformeerde
van (4.2.8.1) schrijven als

© ©
(4.2.8.2) J y(tye M - Fy j h(e)e 2yt
-

-0

De integralen (4.2.8.2) kunnen benaderd worden door (zie sectie 4.2.4)
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~ 0T Nil P T, Nil o —ik
(4.2.8.3) b_=— T.yr W, a, = = T ht W
Y N, k=0 17k N, 3j N, 5o 2hk N,
waarin
- . P _ .
(4.2.8.4) yb = ._Z_m y(kAt,+3T,), by _=Z- h(KAt,+3T,) -

Het discrete analogon van (4.2.8.2), voor N1 = N2’ luidt

bj = aj(Fx)j, j=0,1,... .

De discrete Fouriergetransformeerde van x kan men dan schrijven als

4.2.8.5) Fx, =b./a., j=0,1...
( ) XJ J/aJl J

onder de voorwaarde ;j voldoende groot.

Er dient opgemerkt te worden dat bij gebruik van gelijke t-factoren,
bij ;j en gj’ het quotiént een periodieke functie is.
De berekening van een benadering van x(t) kan verlopen als volgt.

Zij .

r(f) = J x(t)e_zﬂiftdt

dan geldt voor de inverse

(4.2.8.6) x(t) =J r(f)el™ftye,

Deze integraal kan benaderd worden met

T, N-
~ k
(4.2.8.7) x, —ﬁ"- Z Fri w?

waarin
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)

o= ] rag+if)

j= -0

respectievelijk

Fri = r(kAf)

voor een niet-periodieke, respectievelijk periodieke r(f).

Opmerkingen

1.

De geschetste methode is, in Groningen, in gebruik bij het elimineren
van de onscherptes die veroorzaakt worden door de meetinstrumenten. Zo-
als in (4.2.8.5) al naar voren kwam is er nog onderzoek nodig voor een
criterium wanneer gj te klein is. MILLER (ongepubliceerd) stelt een
"Roll-off" procedure voor.

Een andere manier van benaderen nl.

N
h(s-t)x(t)dat = J h(s-t)x(t)dt + RN

b

-N

en dan de integraal discretiseren geeft aanleiding tot het stelsel

I~z

- = i=-M ..., M.
. h(si tj)x(tj) y(si), i ’ M

]
Een voor de hand liggende manier is dit stelsel op te lossen via direc-
te methodes. Daarbij kampt men al gauw met de grootte van de matrix.
Dit stelsel kan ook via een discrete convolutiestelling en beperkingen,
opgelegd aan de h, opgelost worden m.b.v. Fouriertransformaties. Wij
hebben (4.2.8.5) wat anders afgeleid i.v.m. de relatie tussen het
continue en discrete probleem. In dit verband moet men de opmerkingen

plaatsen omtrent matrix-inversie via de FFT.
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Slotwoord

De leden van de werkgroep approximatie van functies wil ik bedanken
voor hun kritische opmerkingen; Adri den Arend wil ik bedanken voor het

invullen van Tabel 3 en enige suggesties tot verbeteringen.
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Bijlagen

PROGRAM ILS{4& (OUTPUT,TAPE6SQUTPUT)

C ILLUSTRATION 1A BY USE OF NAG RUUTINE COb6ABF
REAL B(2),A(2),R(2),5GR2
COMPLEX C(4).,E(2),COM
N=sd
Ms2
Mi=M
SQR2=SART(2,0)
C(1)=(1,00,)%S0R2
C(2)=(0,s14)*SQR2
€(3)=2(2,,04)*S0R2
C(4)=(0,s=1,)25QR2

C EXPONENTIAL TAIDDLE FACTORS
EC1)=(1440,) -
E(2)=(0,014)
DO 10 K=1,M,1 .
COMSC(K)#C (MK #(0arls) #(C(KImC(MK)IRE(K)
A(K)SREAL(COM)
B(K)SAIMAG(COM)

10 CONTINUE ,
CALL CO6ABF(A,B,M, ,FALSE,,M1,R)
ARITE (6,100) A(1),B(1),A(2),B(2)
100 FORMAT(2H (,4(EB42+1X)s1H))

END

( +30E+01 =,30E+01 L30E+01 L10E+01 )

PROGRAM ILS18 (OUTPUT,TAPE6=QUTPUT)
C ILLUSTRATION B8Y IMSL ROUTINE FFT2 (FFRDR2)

INTEGER M,M

INTEGER IWK(2)

COMPLEX C(4),E(2)

N=4

M=2

C(1)2(0,43,)

C(2)=2(0,0d4)

€(3)2(0,,2,)

C(8)=(04rly)

C EXPONENTIAL THIDDLE FACTORS

EC1)3(1,404)

E(2)=(0,514)

DO 10 Ks1,M,1 .
C(KIZCIRITC(MeK)@ (0,01, )% (C(K)OCCH+K))*E(K)

10 CONTINUE

CALL FFT2(C,1,1INWK)

CALL FFRDR2(C,1,IWK)}

WRITE (6,100) AIMAG(C(1)),REAL(C(1))
* PAIMAG(C(2)),REAL(C(2))

100 FORMAT(RH (,4(EB.2,2H21,1X),1H))
END

( +70E4012] L10E401xI ,30E¢01*] L10E+01al )



Purpose

Data

Results

Algorithm :

calculation of the twiddle factors:
k=0

integer N = O;

real theta [0,2m)

vector z of length N + 1, such that z is a numerical
i6
approximation of the values {el k} E=O

set up Eart

by means of standard functions:

2lk] = et KBV (@A 2m) o 4,8, ... L menN <

fill up part
k =m/4, m/8,...,4, 2, 1

j = 3k, 5k,...,m-3k, m-k

2Re (2[k1) *2[§-k 1~ z[§-2k], | 2Re[k]) |< 1
z[j] =

(z[3-k1+z[3+k]) /2Re (2z[k]) , | 2Re (z[k]) |> 1

Remaining part

zlk] = zlml* z[k-m], k = m+1, m+2, ... , N.

Authors: Hollenberg, J.P. and C.G. van der Laan.
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fBEGIN'VINT Ny

iENDT

{PROCIEXPTHIS('REALIT, FINTIN) 'REFV [] FCOMPL
TIFIMILTIQIQRINIGT ' HAXINT

{THEN'STOP

TELSETIREAL'TPI=24P],

VINTIKI=1, 'REALIVKTHE=T, THEAPf (0 gN] 'COMPLYZ}
1CO! SET UP PART 'COf
Z‘O] 3=1.'0'I'00°’
TRHILETK'LE'Y .
iDOYZ (K] tSCOS(KTH) FITSIN(KTH);
Kag=2; - . ;
_ TIFVYREALITHS(KTH#3=2)wTPI;HIGT Q' THENIKTHE=HIFT!
gDy ’
TINTIM=KfQVER'2;
100! FILL UP PART 'cO!
K§sKTOVER'Y; o
THHILE 'K3=K1OVER' 23K IGETY .
iDOYJF 1 YREAL'TCT=2aRE'OF 1 Z (K] 3 FABSITCTILE Y
(THENT'FORTJIFROMIZAKIBY 124K TOIM
1D01Z[J) 2=TCTAZ [JeK)wZ [Jw24K) VOD
tELSETTFOR'JYFROMIZaKIBY 1 2#KI1TOIM
‘FI"DO'Z(JJ:=(Z(J-K102CJ¢KJ)/TCT'OD'

g0y o
iCOY REHAIMNING PART fiCOf
fCOMPL T ZM=Z (M)
TFORVKYFROMIM$11TOIN
1DOtZ (K] t=ZM*Z [KeM1 10DV}

4
'f’]"

'FORINYFROM'0'TO10
IDOVPRINT( CHEWLINE, "N=", N, NEWLINE,

EXPTWI(PI/U,N),HEWLINE))'0D!
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5. NIET-LINEAIRE VERGELIJKINGEN EN OPTIMALISERING

5.1. Stelsels niet-lineaire vergelijkingen

door J.C.P. Bus

(Mathematisch Centrum)
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5.1.1. Inleiding

Vele problemen in de toepassingsgebieden van de wiskunde kunnen 2o wor-
den geformuleerd dat oplossing van een stelsel niet-lineaire vergelijkingen
nodig is om de oplossing van het probleem te kunnen verkrijgen. Een voorbeeld

hiervan is het oplossen van tweepunts randwaardeproblemen (zie hoofdstuk 3.1).

" f(t,u) 0

[+
1]
IA
o
IN
-

u(0)

a, u(l) =8

met een eindige-differentiemethode of eindige-elementenmethode als £f(t,u)
niet-lineair is in u.
We zullen ons in dit hoofdstuk beperken tot stelsels van n niet-lineaire

vergelijkingen in n onbekenden. Dus voor een gegeven
(5.1.1.1) F: R + R

n
moet een z ¢ IR worden berekend, zodat F(z) = O.

We kunnen een onderscheid maken tussen twee klassen van algoritmen voor
de oplossing van dit probleem:

1. Lokale algoritmen. Voor deze algoritmen moeten &&n of meer redelijke
schattingen voor de oplossing worden gegeven. Indien deze schattingen
niet voldoende dicht bij een oplossing liggen, dan is de kans dat geen
oplossing wordt gevonden groot.

2. Globale algoritmen. Voor deze algoritmen zijn geen schattingen van de

oplossing nodig of slechts ruwe schattingen.

Bij het gebruik van numerieke programmatuur zijn twee aspekten voor de ge-
bruiker van belang:
1. De robuustheid van de programmatuur.
In hoeverre kunnen met de betreffende programmatuur (nauwkeurige) oplos-
singen worden berekend van moeilijke problemen.
2. De efficiéntie van de programmatuur.
We zeggen dat een programma een zeker probleem efficiénter oplost dan een
ander programma, als het werk dat moet worden gedaan door het eerste pro-

gramma minder is dan dat met het tweede programma.

Het blijkt in de praktijk dat robuustheid veelal ten koste van de effi-
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ciéntie gaat. Het is daarom van belang dat de gebruiker zich enig idee vormt
over de moeilijkheidsgraad van het Oop te lossen probleem. Het zal immers zo
zijn dat voor relatief eenvoudige problemen niet erg robuuste programmatuur
nodig is, zodat op de efficiéntie kan worden gewonnen.

Tenslotte moet worden opgemerkt dat de efficiéntie van programmatuur
voor het oplossen van niet-lineaire stelsels van nog andere eigenschappen
van het probleem afhangt, zoals:

1. de orde van het stelsel,

2. het werk dat nodig is om de funktie te evalueren,

3. de beschikbaarheid van analytische afgeleiden en het werk dat nodig is
om deze te evalueren,

4. de specifieke struktuur van het probleem.

5.1.2. Probleem en methoden

Zij F gegeven door (5.1.1.1). Dan kunnen we de lokale methoden voor het
oplossen van het stelsel niet-lineaire vergelijkingen F(x) = 0 ruwweg verde-

len in de volgende vier klassen.

1. Newton-achtige methoden. Bij deze methoden wordt de matrix van partié&le
eerste afgeleiden, de jacobiaan, gevraagd. In elke iteratiestap moet voor
een gegeven argumentvektor deze matrix worden berekend (eventueel nume-
riek) en wordt een lineair stelsel met deze matrix opgelost. Voor grote
orde n is het benodigde werk per stap, afgezien van de evaluatie van de

funktie en de jacobiaan, van de orde n3.

2. Sekantermethode. Bij deze methoden wordt de jacobiaan niet gevraagd
maar tijdens het proces benaderd. Veelal worden bij deze methode, in
tegenstelling tot de meeste anderen, n +1 startpunten gevraagd. Het werk
per iteratiestap is, evenals bij Newton-achtige methoden, van de orde n3

voor grote n, omdat een lineair stelsel moet worden opgelost.

3. Quasi-Newton methode. Hier wordt de inverse van de jacobiaan bijgehouden.
Het werk per iteratiestap is daarom voor grote n veel minder dan voor
methoden uit de eerste twee klassen (orde nz). Meestal wordt wel een be-
nadering van de jacobiaan berekend en geinverteerd aan het begin van het

proces.

4. Methoden van komponentsgewijze approximatie. Deze methoden zijn gebaseerd
op suksessieve approximatie van de funktiekomponenten als funktie van &é&n

der variabelen. Het hangt af van de wijze waarop dit wordt uitgewerkt
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hoeveel werk per iteratiestap nodig is. Voor &én van de beschikbare
. . . . 4
programma's welke hierop zijn gebaseerd is dit van de orde n voor

grote n.

De globale methoden kunnen we als volgt indelen.
5. Kontinuatiemethoden. Het probleem wordt getransformeerd tot een serie
van niet-lineaire stelsels, welke worden opgelost met &é&n van de lokale

methoden.

6. Direkte-zoekmethoden. Door in suksessieve kodrdinaatrichtingen of random-

richtingen te zoeken wordt geprobeerd de oplossing te vinden.

Het is afhankelijk van de gebruikte methode of een probleem wel of niet
moeilijk oplosbaar is. Voor lokale methoden en kontinuatiemethoden geven

echter de grootheden

(5.1.2.1) IE" () MILF' (01710
en

(5.1.2.2) IF' () ICE' 01700,

voor x in een gebied dat het startpunt en de oplossing bevat, een goede aan-
duiding voor de moeilijkheidsgraad. Indien deze grootheden groot zijn t.o.v.
1, kan worden verwacht dat het probleem moeilijk oplosbaar is voor deze

methoden. Zeker als deze grootheden in de oplossing van de grootte-orde 1/¢
zijn, met e de rekenprecisie, moet ernstig rekening worden gehouden met het

feit dat methoden uit de klassen 1 t/m 5 geen oplossing kunnen berekenen.

5.1.3. Beschikbare programmatuur

In de programmatheken ACCULIB, IMSL, NAG en NUMAL is betrekkelijk
weinig programmatuur beschikbaar voor het oplossen van stelsels niet-lineaire
vergelijkingen. De beschikbare programma's zijn alle gebaseerd op lokale

methoden. Voor niet-lineaire stelsels worden gegeven:

ACCULIB: KNEWTON (ALGOL en FORTRAN)
(sekantenmethode)
IMSL : ZSYSTM (FORTRAN)

(komponentsgewijze approximatie)
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NAG : CO5NAA/F

(een variant op de quasi-Newton methode)

CO5PAA/F
(een variant op Newton's methode, modificatie

volgens Marquardt)

NUMAL : quanewbnd, quanewbndl
(quasi-Newton methode voor de speciale situatie dat

de jacobiaan een bandmatrix is)

Alleen CO5PAA/F vereist het programmeren van de jacobiaan, J(x), voor gege-
ven vektor x. Deze routine berekent echter in feite een minimum van de som
van kwadraten van de funktiewaarden. De gebruiker wordt gevraagd om
JT(x)J(x) en JT(x)F(x) voor een gegeven vektor x te programmeren. Afgezien
van het extra werk dat van de gebruiker wordt gevraagd, kan de gebruikte
methode voor het oplossen van het lineaire stelsel via de normaalvergelij-
king en Cholesky-ontbinding gemakkelijker tot instabiel gedrag leiden dan
wanneer dit zou zijn gedaan met behulp van Householder-orthogonalisatie.

In de NUMAL zijn vooralsnog slechts procedures beschikbaar voor het
oplossen van speciale niet-lineaire stelsels, namelijk stelsels waarvan de
jacobiaan een bandmatrix is.

De routine ZSYSTM uit de IMSL-programmatheek vraagt steeds bij een ze-
kere argument-vektor slechts é&én funktiekomponent. Dit kan inefficiént zijn,
indien é&én evaluatie van de gehele funktievektor minder werk vergt dan n
evaluaties van komponenten. Tenslotte moet van deze routine worden opgemerkt
dat het werk per iteratiestap voor grote n, van de orde n4 is, zodat de
routine zeer inefficiént is voor funkties in veel variabelen, die met
betrekkelijk weinig werk te berekenen zijn.

Natuurlijk kan een niet-lineair stelsel worden opgevat als niet-lineair
kleinste-kwadratenprobleem, zodat van de hiervoor beschikbare programmatuur

ook gebruik kan worden gemaakt. Hiervoor zij verwezen naar hoofdstuk 5.2.

5.1.4. Klassifikatie van problemen en keuze van de programmatuur

We onderscheiden problemen naar:
1. het aantal variabelen;
2. het werk dat moet worden gedaan om een funktievektor te evalueren;
3. de beschikbaarheid van analytische expressies voor de jacobiaan en het

werk dat moet worden gedaan voor evaluatie hiervan;
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4. de moeilijkheidsgraad;

5. speciale struktuur van de jacobiaan.

ad 1. We noemen een probleem klein als het aantal variabelen kleiner is dan

15, anders noemen we het groot.

ad 2. Voor kleine problemen is het onderscheid tussen een duur en een goed-
koop probleem moeilijk aan te geven. De gebruiker zal zich hiervoor een zeker
gevoel moeten ontwikkelen. Voor grote problemen maken we onderscheid op
grond van het aantal elementaire aritmetische operaties als funktie van het

aantal variabelen n.

a. zeer goedkoop: van orde n;

b. goedkoop : van de orde n2;

c. duur : van de orde n3;

d. zeer duur : van de orde n4 of meer.

ad 3. Het werk dat moet worden gedaan om de jacobiaan te evalueren kan wor-
den gegeven in verhouding tot het werk dat nodig is voor een funktieevalu-

atie.

ad 4. Als schattingen voor de uitdrukkingen (5.1.2.1) en (5.1.2.2) bekend

zijn dan kan dit de keuze van het goede programma voordelig beinvloeden.

ad 5. Heeft de jacobiaan een bandstruktuur? Is de jacobiaan ijl en is het

mogelijk door verwisselingen de struktuur te vereenvoudigen?, enz.

Alvorens een programma te kiezen voor het oplossen van een speficiek
probleem, dient de gebruiker het probleem op de boven beschreven wijze te
klassificeren. Indien niets omtrent de moeilijkheidsgraad is te zeggen, is
het veelal het beste om eerst de meest efficiénte routine te kiezen voor
het specifieke probleem, om vervolgens, als deze faalt, een robuuster
routine te kiezen.

uit BUS [1975] blijkt, dat het wenselijk is te kunnen beschikken over
betrouwbare implementaties van Newton's methode, quasi-Newton methode,
sekantenmethode en Brown's methode van komponentsgewijze approximatie.

Ook zijn methoden nodig die gebruik maken van de specifieke struktuur van
problemen. Geen enkele van de vier besproken programmatheken bieden echter
deze keuzemogelijkheid.

We kunnen, gebruikmakend van de resultaten uit BUS [1975] de volgende
regels geven:

1. Als analytische uitdrukkingen voor de jacobiaan beschikbaar zijn en de
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evaluatie hiervan is ongeveer even duur als een of enkele funktie-
evaluaties, dan is de meest effici&nte methode die van Newton. Hiervoor
zijn beschikbaar: CO6PAA/F (NAG) en gssnewton (NUMAL) (vgl. hoofdstuk
5.2).

Als het aantal variabelen zeer groot is en de jacobiaan ijl, dan zijn
speciale hierop gerichte methoden aan te bevelen. Als de jacobiaan een
bandstruktuur heeft dan is quanewbndl (NUMAL) beschikbaar.

Voor kleine problemen waarvan de jacobiaan niet beschikbaar is, is
Brown's methode van komponentsgewijze approximatie de aangewezen methode.
Deze is als routine ZSYSTM in IMSL (FORTRAN) beschikbaar. In ALGOL 60

is geen implementatie in &&n van de programmatheken beschikbaar. Een
tweede keus voor deze klasse van problemen is COSNAA/F (NAG).

Voor grote goedkope en zeer goedkope problemen is Brown's methode (ZSYSTM
uit IMSL) zeer ineffici&nt. Eén van de andere methoden verdient hier de
voorkeur.

Voor grote dure en zeer dure problemen, waarvan de jacobiaan niet be-
schikbaar of goedkoop is, zijn quasi-Newton methoden (COSNAA/F uit NAG)
aan te bevelen. Hiervoor zijn ook de sekantenmethode of Brown's methode
als tweede en derde keus geschikt.

Als een probleem niet wordt opgelost met een zekere routine,

dan is een tweede poging met een andere methode slechts zinvol, indien
redelijke zekerheid bestaat dat de laatste robuuster is dan de eerste.
Met name de routines ZSYSTM en CO5NAA/F kunnen zeer robuust genocemd wor-
den. Hoewel voor KNEWTON en COS5PAA/F geen testresultaten zijn verkregen
is de verwachting dat deze routines aanzienlijk minder robuust zijn.
Indien bij routines een waarde moet worden meegegeven voor de
stapgrootte bij de benadering van de jacobiaan met voorwaartse dif-
rentieformules, dan is het aanbevelingswaardig deze vooral niet te klein
te kiezen. Bij de gegeven machineprecisie van10-14 is 10—5 veelal een
redelijke keuze; dit hangt echter sterk af van de niet-lineariteit van

de funktie.
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5.1.5. Een voorbeeld

) Als voorbeeld beschouwen we een probleem van diffusie in verschillende
gebieden, gescheiden door een bewegende grens (zie AMES [1973]). Stel dat
diffusie plaatsvindt in een half-oneindig medium en dat het oppervlak in
x = 0 een konstante koncentratie C1 heeft. Neem aan dat de koncentratie op

grote afstand gelijk C2 is. De diffusiekoéfficiént is:

= < <

D Dl' CX c C1

D =D_, C <c<CcC
3 y X

D=D2, C2<c<Cy.

De diffusiekoéfficiént is diskontinu in de koncentraties CX en Cy, welke
optreden in x = X(t) en x = Y(t). Deze funkties van t willen we bepalen.

We krijgen voor de verschillende gebieden:

ac, 3201
(5.1.5.1) Y = D1 ' 0 < x <X, c1 = c1 voor x = 0,
9x
(5.1.5.2) c1 = C3 = CX
8c1 3c3‘ x = X(t),
(5.1.5.3) D1 W-. 3 %
Bc3 32c3
(5.1.5.4) —==1D ’ X <x <Y,
t 3 2
9x

(5.1.5.5) ¢, =c, =C ]
Y

3 2
8c3 8c2 x = Y(t),
(5.1.5.6) D3 % - D, %
ac2 82c2
(5.1.5.7) — =D Y < x < o, c, = C vVoor X > «,

waarbij c c, en c, de koncentraties zijn in de gebieden met diffusie-

1’ "2
koéfficiént D1,D

3

, en D3, respektievelijk.

Met behulp van een partikuliere oplossing van deze differentiaalverge-

lijkingen en randvoorwaarden krijgen we voor konstanten A, B en E:

¢y = c1 + A erf[x/2(D1t)i], 0 < x < X,

c, =C, +B erf c[x/2(D2t)£], Y < x < o,
1

c3 =C, * E{erf[x/2(D3t)%] - erf[x(t)/2(D3t)2]}, X < x < Y.
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Substitutie van (5.1.5.2) en (5.1.5.5) geeft uitdrukkingen voor A, B en E
in X(t) en Y(t). Een gevolg hiervan is dat we kunnen zeggen dat X en Y even-

redig zijn met t%, dus

zodat we uiteindelijk de volgende twee niet-lineaire vergelijkingen in de

variabelen k1 en k2 krijgen:

2
} —kf/:;n1 ] —k1/4D3
D;(C_-C,)e pi(c -c e
1 "x "1 _ 3y x -0
! 3 i
erf(k1/2D1) erffk2/2D3) erf(k1/2D3)
2 2
-k, /4D | -k_/4D
Di(C -c)e 2 2 pl(c -c)e 2 3
27y 72 + 3y x 0
: tomd o
erfc(k2/2D2) erf(k2/203)—erf(k1/2D3)

Voor oplossing van dit probleem is gebruik van de routine ZSYSTM het meest
geschikt, zoals blijkt uit de aanwijzingen in sektie 5.1.4.

We kozen als data:

en als startpunt (5,1)T.

Programma en uitvoer zijn gegeven in de bijlage.
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Bijlagen

PROGRAM EXAMP (INPUT,OUTPUT)
DIMENSION X(?),PAR(6),IFORM(6),NA(B),T(3),C1K(10),C2K(10),
+ C3%(10)
EQUIVALENCE (PAR(1),D1), (PAR(R),D2),(PAR(3),D3),
+ (PAR(4),C21),(PAR(S),CY1), (PAR(6),CX])
EXTERNAL F
DATA EPS,NSIG,ITMAX /iE=S, 4, 100/
DATYA T /,01, 100,, 1E¢d/
DATA IFORM /6L D1 ? ,6L D2 2 ,6L D3 2 ,
L 4 10H €2 7 C1 2,104 CY 7 C1 ? J10H CX /2 €L 2 /
DO 10 I=1,6
PRINT 100,IFORM(I)
READ 110,PARC(CI)
10 PRINT 10S,IFORM(I),PAR(])
100 FORMAT(ALQ)
105 FORMAT(AL1C,E14,T7)
110 FORMAT(F7,3)
PRINT 120
120 FORMAT("™ K1 2 ")
121 FORMAT(" K{ ? ",E14,7)
READ 110,X(3) §& PRINT 121,X(1)
PRINT {25
125 FORMAT(" K2 2 ")
126 FORHAT(" K2 ? ",E14,7)
READ 110,X(2) $ PRINT 126,X(2)

CALL ZSYSTM ( F, EPS, NSIG, 2, K, IT¥AX, WA, PAR, IER)

PRINT 130,1ER
130 FORMAT("OIER= ",18)
PRINT 135,X(1),X(2)
135 FORMAT("1Ki= ",E14,7,/," K23 ",E14,7,/)
Ci=y
Ce= C21 » C}
Cr= CY1 « Cy
CXx= CX1 % C}{
As (CX = C1) / ERF ( X(1) 7 (2 » SQRT( DI
Bz (CY » C2) 7 ERFC( X(2) 7/ (2 » SQRT( D2
E= (CY » CX) / (ERF( X(2) / (2 * SART( D3
+ ERF( X(1) 7 (2 % SQRT( D3
PRINT 140,A,8,E )
140 FORMAT(MtAS ",E14,7,/," Bz ",E14.,7,/," E= ",EL4,7)
IT=1
XG= X(1) * SART( TCIT) )
YG= X(2) * SQRT( T(IT) )
DO 20 I=1,10
XKz 1 = [ = XG
20 CiK(I)= CiI + A % ERF( XK ¢/ (2 » SQRT( D} = T(IT) )N
00 30 I=t,10
XK= .1 & ] & (YG » XG) ¢ XG
30 C3K(I)= CX ¢ E x (ERF( XK / (2 *» SQRT( D3 » T(IT) )))
+ ERF( XG / (2 % SQART( D3 = T(IT) )))
00 40 I=1,10
XK= 1 «# I & Y6 ¢ Y6
40 C2K(I)= C2 + B x ERFC( XK / (2 % SQGRT( D2 » T(IT) )))
PRINT 150,T(IT),XG,YG
150 FORMAT("OT= ",E14,7,/," X5 ",E14.7,/," Y2 ", E14,7)
PRINT 160
160 FORMAT("O CiK ceK C3K™)
DO 60 I=1,10
60 PRINT 170,C1K(1),CK(1),C3K(I)
170 FORMAT(3EIL,T)
END

s
- s
~ s s

-
)
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FUNCTION ERF(Y)
CALL MERF(Y,XERF)

ERF= XERF
RETURN
END

FUNCTION ERFC(Y)
CALL MERFC(Y,XERFC)
ERFC= XERFC

RETURN

END

FUNCTION FeX,K,PAR)

DIMENSION X(2),PAR(6)

DATA TOL /1,0Ee7/

IFt XK,EQ.1) GOTO 10

IFt X,EQ.2) GOTO 50

CALL DISPLA("K=",K)

STOP "EXECUTIOM ERROR™

Al= ERF( ERFPAR( X(1),PAR(1)))

Bl= SQRT(PAR(1)) * (PAR(6) = 1) *» EXP( EXPPAR(X(1),PAR(1)))

IF (ABS(B1 # TOL).GE,ABS(Al)) CALL ERROR(A1,B1)

A2= ERF( ERFPAR(X(2),PAR(3))) = ERF( ERFPAR(X(1),PAR(3)))

B2= SQRT(PAR(3)) x (PAR(S) = PAR(6)) % EXP( EXPPAR(X(1),PAR(3)))
IF (ABS(B2 « TOL),GE,ABS(42)) CALL ERROR(A2,B2)

Fz Bl 7 Al « B2 / A2

RETURN

A{= ERFC( ERFPAR(X(2),PAR(2)))

Bl= SART(PAR(2)) % (PAR(5) = PAR(4)) % EXP( EXPPAR(X(1),PAR(})))
1F(ABS(B1 * TOL),GE,ABS(A1)) CALL ERROR(A1,B1)

A2= ERF( ERFPAR(X(2),PAR(3))) » ERF( ERFPAR(X(1),PAR(3)))

B2= SART(PAR(3)) » (PAR(S5) = PAR(6)) » EXP( EXPPAR(X(2),PAR(3)))
IF(ABS(B2 « TOL),GE,ABS(A2)) CALL ERROR(A2,B2)

Fz Bl 7 Al + B2 / A2

RETURN

END

FUNCTION ERFPAR(X,Y)

ERFPAR = X / ( 2 % SGRT(Y))
RETURN

END

FUNCTION EXPPAR(X,Y)
EXPPAR = @ X a2 2 /7 (4 + Y )
RETURN

END

267
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100
110
§120
130

SUBROUTINE ERROR(A,B)

ENTRY ERROR}

PRINT 100,8,4

CALL REMARK("ERROR!1 SEE OUTPUT")
STOP "EXECUTION ERROR"

ENTRY ERRORR

PRINT 110,8,4A

CALL REMARK("ERROR2 SEE OUTPUT")
STOP "EXECUTION ERROR®

ENTRY ERROR3

PRINT 120,8,A

CALL REMARK("ERROR3Z SEE OUTPUT")
STOP "EXECUTION ERROR™

ENTRY ERROR4

PRINT 130,8,A

CALL REMARK("ERROR4 SEE OUTPUT")
STOP MEXECUTION ERROR®

FORMAT("0<< ERROR}y »>",/," TELLER}
FORMAT("0<< ERROR2 »>>",/," TELLER;
FURMAT("0<< ERROR3 »>",/," TELLER}
FORMAT("0<< ERROR4 >>",/," TELLER}
END

",E20,13,/,"
",E20413.74"
",E20413,7,"
",E20.13,7,"

NOEMERS
NOEMERS
NOEMER?
NOEMER3

",E20,13)
",E20,13)
",E20,13)
",E20,13)



Dy ? +1400000E+01

D2 ? «9000000E+00

03 ? «4500000E+01

ce/ ¢C .

CY 7/ C1 ? ,S5000000E+00

CX /7 C1 7 L7500000E+00

K1 ¢ «1000000E+01

Ke ? «5000000E+01

1ERS 0

Kis +3295865E+00

K2s «1450215E+04

As ©,1601070E+01

Bz o1787438BE+01!

Es «,B8811802E+00

T= «1000000E=01

Xs «3295865E+01

Ys «1450215E+00

CiK C2K

¢974UB399E+00 L4190332E+400
e F496B9SE+00  ,34T8227E+00
09245587E+00 ,L,2859197E+00
«B994570E¢00 ,2327322E+00
oB8743943E400 ,L,1875634E+00
«8493802E400 ,1496495E400
o8244242E+00 L,1181946E+00
«7995359E+00 ,L,9240115E-01
oT74T724TE+00 L,7149565E01
oTS500000E+00 S4T4B4U4EO]

C3K
e T239545E+00
26980S518E+00
«6723271E+00
«6468148E+00
«6215483E400
05965602E+00
«S718818E400
«S4TSUIUELQO
«5235737E+00
«50000C0E+00

269
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5. NIET-LINEAIRE VERGELIJKINGEN EN OPTIMALISERING

5.2. Minimaliseren zonder nevenvoorwaarden

door J.C.P. Bus

(Mathematisch Centrum)
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5.2.1. Inleiding

In dit hoofdstuk zullen we programmatuur beschouwen voor het minimali-

seren van een gegeven funktie
n
(5.2.1.1) F: R > R,

waarbij geen beperkingen zijn opgelegd aan de variabelen.
Wij zullen hierbij een aparte beschouwing wijden aan niet-lineaire
kleinste-kwadratenproblemen, waarbij
m
(5.2.1.2) F(x) = | (fi(x))2,
i=1
met (fl(x),...,fm(x)frbijvoorbeeldde residuvektor bij curve-fitting proble-
men.

Gewone minimaliseringsproblemen komen in de praktijk weinig voor zonder
nevenvoorwaarden. Het is echter soms mogelijk door transformaties het
probleem te formuleren als een vrij minimaliseringsprobleem. Ook maken be-
paalde technieken voor het minimaliseren van funkties onder nevenvoorwaar-

den (boete-funktie methoden) gebruik van vrije minimaliseringstechnieken.

Ook bij deze problemen kunnen we, zoals in hoofdstuk 5.1.1, onderscheid
maken tussen lokale en globale algoritmen. Een extra probleem hierbij is dat
lokale algoritmen een lokaal minimum vinden, dat mogelijk niet het absolute
minimum is van de betreffende funktie. Dit geldt echter ook voor direkte
zoekmethoden, welke volgens de in hoofdstuk 5.1.1 gegeven omschrijving
globale algoritmen zijn. Het probleem een absoluut minimum te vinden van een
willekeurige naar onder begrensde funktie is echter nog maar weinig behandeld
en er bestaat nog nauwelijks programmatuur voor. Wij zullen ons daarom beper-—
ken tot algoritmen welke lokale minima bepalen en waarvoor een’ redelijke

beginschatting is vereist.

5.2.2. Probleem en methoden

Zij F gegeven door (5.2.1.1). Wij onderscheiden voor de bepaling van
een minimum van deze funktie drie klassen van methoden.
1. Direkte zoekmethoden; deze methoden vereisen slechts de funktie.
2. Gradiéntmethoden ; hiervoor is zowel de funktie als de gradiént vereist.
3. Tweede-orde methoden; deze vereisen funktie, gradiént en hessiaan

(tweede afgeleide).
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5.2.2.1. Direkte zoekmethoden

De belangrijkste representanten van deze klasse zijn:

1. Sequentiéle methoden. Deze methoden zijn gebaseerd op de evaluatie van
de funktie in een aantal symmetrisch liggende punten op een n-dimensio-
nale geometrische figuur. Een voorbeeld is de simplex—methode. De konver—

gentie van deze methoden kan traag zijn, vooral bij scherpe lange dalen.

2. Lineaire methoden. Uitgaande van een verzameling van n onafhankelijke
richtingen, wordt achtereenvolgens het lijnminimum bepaald in deze rich-
tingen. Indien deze verzameling vast wordt gekozen kan dit zeer ineffi-
ciént zijn als geen van deze richtingen 1lijkt op de lokale principale
as van de funktie.

Voorbeelden van methoden in deze klasse zijn de methode van Hooke en
Jeeves en die van Rosenbrock. Bij beide methoden wordt tijdens het

proces de verzameling van onafhankelijke richtingen aangepast.

3. Methode van gekonjugeerde richtingen. Deze methoden zijn in feite speci-
ale lineaire methoden. De onafhankelijke richtingen worden gekonjugeerd
gekozen. Voor kwadratische funkties termineert deze methode in n
iteratiestappen. Een goed voorbeeld van een dergelijke methode is de
algoritme, gegeven door POWELL [1964] en een modificatie hiervan, ge-

geven door BRENT [1973].

In het algemeen is de konvergentie van direkte zoekmethoden traag. De
meest betrouwbare en dikwijls ook efficiénte methode is meestal die van
Powell, zoals gemodificeerd door Brent.

De methode van Hooke & Jeeves kan voordelen hebben als de funktie een
som van termen is, die elk van slechts enkele variabelen afhangt, zodat bij
verandering van richting slechts enkele termen hoeven worden herberekend.

De Simplex-methode kan bij curve-fitting voordelen bieden, omdat de
covariantiematrix kan worden verkregen uit de uiteindelijke simplex-confi-

guratie,

5.2.2.2. Gradiéntmethoden

We maken hierbij onderscheid tussen kleinste-kwadratenproblemen en

andere minimaliseringsproblemen.
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Kleinste-kwadratenproblemen:

zij

F(x) =
i

I o~18

2
[f (X)] '
i
1
dan wordt aangenomen dat de matrix der partiéle eerste afgeleiden, J(x),
gedefinieerd door

efi
(I(x)),, =
i

9X.
J J
is gegeven. De bekendste methode voor het bepalen van een minimum van F is
de methode van Gauss-Newton. Deze is gebaseerd op het bepalen van een nul-
punt van de gradiént van F, met behulp van de methode van Newton, waarbij de

tweede afgeleide van F wordt benaderd door
237 (x) 3 (x).

Om problemen van divergentie van deze methode te voorkomen, welke optreden
als de matrix J(x) (bijna) singulier is, wordt deze methode veelal gemodi-
ficeerd volgens ideeén van Levenberg en Marquardt. De essentie van deze

modificatie is dat de tweede afgeleide van F nu wordt benaderd door
T
2737 (x)J (x) + AL,

waarbij I de eenheids-matrix is en A een reéle parameter. De zo verkregen

methode wordt veelal Marquardt's methode genoemd.

Andere minimaliseringsproblemen:

We nemen hierbij aan dat de gradiént VF(x) is gegeven. De eenvoudigste
gradiéntmethode is de methode van steillste daling (“"steepest descent").
Bij deze methode wordt steeds in de richting van de negatieve gradiént een
betere approximatie van het minimum gezocht. Deze methode kan, vooral bij
funkties met lange scherpe dalen, zeer traag konvergeren.

Een belangrijke klasse van gradientmethoden zijn de quasi-Newton
of variabele-metriek methoden (DAVIDON [1959], FLETCHER & POWELL [1963]).
Deze methoden zijn gebaseerd op Newton'§ algoritme voor de bepaling van
een nulpunt van de gradiént, waarbij de inverse hessiaan wordt benaderd en
bijgehouden met behulp van korrektieformules, die geen extra funktie- of

gradiéntevaluaties vragen. Er zijn een groot aantal quasi-Newton algoritmen
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voorgesteld in de literatuur, welke voornamelijk verschillen in de korrek-
tieformule die wordt gebruikt, en de wijze waarop bij gegeven richting een
approximatie van het minimum van de funktie in die richting wordt verkregen.
Het hangt ook sterk af van deze keuzen of de verkregen algoritme efficiént
en betrouwbaar is.

Tenslotte moet de methode van gekonjugeerde gradiénten worden genoemd
(FLETCHER & REEVES [1964]), waarbij de zoekrichtingen, afhankelijk van de

gradiént zo worden gekozen, dat opvolgende richtingen gekonjugeerd zijn..

De gradiéntmethoden zijn behalve de methode van steilste daling,
meestal efficiénter dan direkte zoekmethoden als de afgeleide van de funktie

gegeven is. Het konvergentiegedrag is in de praktijk veelal superlineair.

5.2.2.3. Tweede-orde methoden

Voor deze methoden is de gradiént en de hessiaan van de funktie ver-
eist. We maken geen speciaal onderscheid tussen kleinste-kwadratenproble-
men en andere minimaliseringsproblemen, omdat meestal geen tweede afgeleide
van een som van kwadraten beschikbaar is. Voor dergelijke problemen is meest-—
al de residuvektor (fl(x),...,fm(x))T (vgl. 5.2.1.2)) gegeven en de tweede
afgeleide hiervan is al een tensor.

Voor algemene problemen noemen we als tweede-orde methode de methode
van Newton voor het bepalen van een nulpunt van de gradiént, waarbij moet
worden opgemerkt dat de hessiaan symmetrisch is, zodat het oplossen van het
lineaire stelsel met een speciaal daarvan gebruik makende algoritme kan

worden gedaan.

5.2.3. Beschikbare programmatuur

We zullen nu een overzicht geven van de programmatuur welke beschik-

baar is in de programmatheken ACCULIB, IMSL, NAG en NUMAL.

5.2.3.1. Programmatuur voor niet-lineaire kleinste-kwadratenproblemen

A. Geen afgeleide vereist

ZXsSSQ (IMSL) : Methode van Marquardt waarbij de jacobiaan wordt

berekend met voorwaartse-differentieformules.

EO4FAA/F (NAG) : Gauss-Newton methode waarbij de jacobiaan op

speciale wijze wordt benaderd (PECKHAM [19701]).
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EO4FBA/F (NAG)

Afgeleide vereist

EO4GAA/F (NAG)
marquardt (NUMAL)

gssnewton (NUMAL)

Gauss-Newton methode, waarbij de jacobiaan
wordt benaderd zonder dat dit extra funktie-

evaluaties vergt (POWELL [1964]).

Marquardt's methode.
Marquardt's methode.

Gauss-Newton methode.

5.2.3.2. Programmatuur voor algemene minimaliseringsproblemen zonder

A. Geen afgeleide vereist

nevenvoorwaarden.

OPTDZM (ACCULIB)

ZXMIN (IMSL)
EO4CDA/F (NAG)}

EQ4CAA/F (NAG)

EQ4CCA/F (NAG)

praxis (NUMAL)

Lineaire methode van Hooke & Jeeves.
Quasi-Newton methode waarbij de gradiént wordt
benaderd met voorwaartse-differentieformules.

Methode van gekonjugeerde richtingen

(POWELL {19641]).
Simplex-methode van Nelder & Mead.

Methode van gekonjugeerde richtingen met modi-

ficaties volgens BRENT [1973].

Eerste afgeleide vereist

FMFP (ACCULIB)
E04DCA/F (NAG)
EO4DDA/F (NAG)

EO4DBA/F (NAG)

rnklmin (NUMAL |
flemin (NUMAL)

Quasi-Newton methode (FLETCHER & POWELL [19631]).
Quasi-Newton methode (POWELL [1970]).
Quasi-Newton methode (GILL & MURRAY [19721]).
Methode van gekonjugeerde gradiénten (FLETCHER

& REEVES [19641]).

Quasi-Newton methoden (BUS [1972]).

Eerste en tweede afgeleiden nodig

EQ4ERA/F (NAG)

Gemodificeerde Newton methode.
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Opmerkingen

De routines in ACCULIB zijn zowel in ALGOL 60 als in FORTRAN beschikbaar.
In NAG zijn nog twee routines beschikbaar welke in mark 5 zullen worden
weggehaald. Deze zijn hier niet genoemd.

Zowel in IMSL als in NAG zijn nog routines beschikbaar, speciaal voor
"curve-fitting" problemen. Deze vallen als zodanig buiten de scope van
dit hoofdstuk en zijn daarom niet genoemd.

Het is in principe mogelijk om de procedures in NUMAL, die de afgeleiden
vereisen, te gebruiken met een numerieke benadering van deze afgeleiden.
De routines in NAG hebben de mogelijkheid om eenvoudig tussenuitvoer te
verkrijgen, wat voor het verkrijgen van een goed inzicht in het probleem
soms van belang kan zijn.

Als een routine zowel de funktie als de gradiént vereist, dan is het
mogelijk om deze als twee gescheiden routines mee te geven in de parame-
terlijst, maar ook om de gebruiker een routine te laten geven die bij
gegeven argumentvektor zowel de funktie als de gradiént berekent. Het
laatste is vooral voordelig als een groot deel van het werk voor de bere—
kening van de funktie en de gradiént hetzelfde is. Is dit echter niet het
geval, dan kan vooral de lijnminimalisatie in de routine veelal effi-
ciénter worden gedaan als de funktie apart kan worden berekend. in NAG
zijn beide mogelijkheden aanwezig, in NUMAL slechts de tweede.

Bij gebruik van de routines in NAG is het soms mogelijk door slim pro-
grammeren efficiénter te rekenen. Dit gaat echter wel ten koste van de

overzichtelijkheid van de parameterlijst.

5.2.4. De keuze van de programmatuur

We zullen geen uitputtende evaluatie geven van de beschikbare program-

matuur. Daarvoor zijn niet voldoende testresultaten voorhanden.

We zullen ons beperken tot een aantal opmerkingen, die de gebruiker

de mogelijkheid geven om zijn keuze in ieder geval te beperken tot

slechts enkele routines.

1.

2,

Indien de funktie een som van kwadraten is, dan is het veelal efficiénter
om een routine te gebruiken die speciaal hiervoor is geschreven,

Indien de eerste en eventueel zelfs de tweede afgeleide kan worden gege-
ven, dan is het zeer aan te bevelen een routine te kiezen die hiervan

ook gebruik maakt. Dit is meestal veel efficiénter.
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3.

Routines die afgeleiden benaderen met differentieformules zijn dikwijls
efficidnter dan direkte zoekmethoden, maar zij kunnen gemakkelijk afbre-
ken als de funktie zich er niet toe leent. In de volgende twee gevallen
is gebruik van dergelijke routines niet aan te bevelen:
a. de te benaderen afgeleide varieert zeer sterk; de tweede afgeleide is
groot in norm;
b. de fout in de funktie veroorzaakt door meten en/of afronden is vrij
groot t.o.v. de machineprecisie.
Het is niet aan te bevelen tweede-orde methoden te gebruiken als zowel
de gradiént als de hessiaan met differentieformules worden benaderd.
Gebruik van tweede-orde methoden, waarbij de gradiént is gegeven en de
hessiaan met differentieformules wordt berekend, hoeft niet efficiénter
te zijn dan gebruik van een gradiéntmethode. In de praktijk blijkt voor
grote n dat bijvoorbeeld quasi-Newton methoden meestal minder gradiént-
evaluaties nodig hebben om een oplossing te berekenen dan een op deze
wijze gebruikte tweede-orde methode. In een dergelijke situatie heeft
een quasi-Newton methode dus de voorkeur als evaluatie van de gradiént
duur is (als het aantal aritmetische operaties bijv. van de orde n3 is,
met n het aantal variabelen).
De routine EO4DBA/F gebruikt zeer weinig geheugenruimte. Dit is slechts
ongeveer 3n plaatsen, terwijl de overige methoden veelal tenminste %nz
geheugenplaatsen nodig hebben.
De procedure marquardt levert direkt de covariantiematrix [.:I‘I‘(x)J(x)]-1
in de berekende oplossing af, welke kan worden gebruikt voor schattingen
van de nauwkeurigheid van de oplossing. De routine EO4GAA/F levert een
ontbonden vorm van JT(x)J(x) waarmee de covariantiematrix betrekkelijk
goedkoop kan worden berekend. De routine ZXSSQ levert slechts een bena-

dering van J(x), zodat de gebruiker zelf nog moet inverteren.

5.2.5. Een curve-fitting probleem

VAN DOMSELAAR [1974] beschrijft een curve-fitting probleem dat wordt

verkregen bij de analyse van het hartinfarct. Het model, dat het uit-

stortingsproces van een enzym, afkomstig van afgestorven hartweefsel na

een hartinfarct beschrijft, heeft de volgende vorm:
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waarbij v1 en v, de volumina binnen, resp. buiten de bloedvaten zijn,

k de afbraakkonstante, R(t) de enzymaktiviteit beschrijft en p de permeabi-

liteitskonstante is. Met behulp van de analytische oplossing van deze dif-

ferentiaalvergelijking komen we tot de volgende te fitten modelfunktie in

de parameters p

1" Ppr Py o0 Py:

g(tiplrpz IP3IP4)
94(p1—a) dl(t) d2(t)

C ————— s—— exp(-p,t) + c exp (-at)
a(ey=py) dyp 4 im

met 9im de normale uitstorting,

dl(t

d2(t

1lim

€ 1 ln('r)-p3 2
) = j I exp[—O.S(——;i;——) - p41]dr,
0
t 1 ln(T)—p3 2
) = f = exp[—O.S( ) + aTt ]dr,
Py
0

lim d2(t).
too

T Jim !

Met de data, gegeven door VAN DOMSELAAR [1971] en het startpunt (0.14,

0.2, 2.40, 0.28)T, is geprobeerd dit probleem op te lossen met de proce-

dures gssnewton, marquardt, flemin en rnklmin uit NUMAL, waarbij de jaco-

biaan werd benaderd met voorwaartse differenties. De resultaten zijn gege-

ven in tabel 1.

TABEL 1
residunorm aantal benodigde funktieevaluaties
gssnewton | marquardt | flemin rnklmin
59.652 - 2 57 15
52.968 - 7 59 16
49.314 - 19 62 41
49.233 - 23 101 -
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Het bleek dat gssnewton al spoedig afbrak wegens een singuliere jacobiaan.
Evenzo blijken de algemene minimaliseringsroutines flemin en rnklmin aan-
zienlijk inefficiénter wat betreft het aantal funktieevaluaties, dan

marquardt die speciaal voor kleinste-kwadratenproblemen is geschreven.
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5.3.1. Introduction

This section is concerned with the problem of minimizing a function
of n variables over an area defined by a finite set of inequalities and

equalities. In its general form the problem can be written as:

minimize f(x,,.-.,%x)

1 n
(5.3.1) subject to gi(xl,...,xn) >0; i=1,...,m;
hj(xl""’xn) =0; j=1,...,p;

where f denotes the objective function, and gl,...,gm, hl""’hp the
constraint functions. A particular problem to be found in this area is the

classical equality-constrained Lagrange problem:

minimize £(X, ,00s%X)
1’ "“n

5.3.2
(5.3.2) subject to hj(xl""’xn) =0; j=1,...,p-

In the last few decades, considerable attention has also been given to the

inequality-constrained problem:

minimize f(xi,...,xn)

(5.3.3) subject to gi(xl,...,xn) >0; i=1,...,m,

which could be investigated with tools from the theory of linear in-
equalities. The idea of using unconstrained-minimization methods to solve
constrained-minimization problems is not very new. The first suggestion is
due to COURANT [1943]. He proposed to reduce the computational process

for solving a constrained problem to sequential unconstrained minimization
of a penalty function combining in a particular way the objective function,
the constraint fuqctions and a so-called controlling parameter. In the
nineteen fifties several methods of this nature have been suggested. How-
ever, the theoretical basis and the extensive numerical experience, both
necessary to convert the idea into a workable tool for constrained minimi-
zation, were obtained in the nineteen sixties. Particularly, FIACCO and
McCORMICK [1968] contributed to the development in that decade. In this
section, we shall briefly sketch some of the ideas underlying the methods

in question. For more details, the reader is also referred to the author's
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monograph (LOOTSMA [1970]) which contains a classification of these
methods according to the manner in which they approach the boundary of the
contraint set (in practical situations, minimum solutions will almost never
be found in the interior), as well as an ALGOL 60 procedure for constrained
minimization via a (mixed) penalty function. An improved version (the
ALGOL 60 procedure minifun published by LOOTSMA [1972b]) is also available
in the NAG library (the ALGOL 60 procedure EO4HAA and the FORTRAN sub-
routine EO4HAF). It is a matter of course that several new concepts have
to be introduced as soon as we turn to constrained-minimization problems.
Let us consider the original problem (5.3.1). Any point x ¢ En satisfying
the constraints is termed a feasible solution of (5.3.1), and the set F

of all feasible solutions is generally referred to as the constraint set
of (5.3.1). A feasible solution X is a local minimum solution of (5.3.1)
if there is an e-neighbourhood N(X,e) of ¥ such that f(X) < f(x) for all

X € F n N(X,e). A feasible solution X is a global minimum solution of
(5.3.1) if £(X) < f(x) for all x € F. The reader will be able to formulate
definitions of weak and strong minimum solutions by analogy with the

definitions of unconstrained minimum solutions.

5.3.2. Necessary conditions for constrained minima

There is an extensive theory on necessary and sufficient conditions
for constrained minima, usually referred to as Lagrange theory if we are
concerned with problem (5.3.2), and as Kuhn-Tucker theory if the problem
under consideration is given by (5.3.3). We start off by considering the
Lagrange problem (5.3.2), and we suppose that a local minimum solution X
to (5.3.2) exists. It is well known that, if the functions £, hl""'hp
admit of continuous first derivatives in En and if the gradients of the
functions hi""’hp at the poinE.f.are linearly independent, then a vector
w € Ep can be found such that (x,w) is a stationary point of the

Lagrangian function

(5.3.4) f(x) - w_h, (x).
J 3]

Il &~ 'O

j=1

The stationary points of (5.3.4) are characterized by the (n+p) non-linear

equations
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Vg(x)

VH(X)

N\
p
N

x,+x2=1

Fig. 1.

At a local minimum solution the gradienf of the objective

function 1s a linear combination of the constraint gradients.
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(5.3.5) j

hJ(X) = 0; j= 1;---:P:

with (n+p) variables xl,...,xn, wl,...,w . Thus, the gradient Vf(X) is a
linear combination of the gradients th(ij, j=1,...,p. The reader may
verify (see fig. 1) that the problem

2

minimize 3 (x +x2)

2
1
+x, =1

subject to X 2

1
has the minimum solution (3,}), and that the gradient of the objective
function is a multiple of the constraint gradient at (3, 5.

The technique of solving the system (5.3.5) by unconstrained minimi-
zation of the Lagrangian function (5.3.4) in order to obtain a solution of
the Lagrange problem (5.3.2) is called the Lagrangian-multiplier technique.
The components ﬁs, j=1,...,p, are known as the Lagrangian multipliers.

The above ideas can also be applied to the inequality-constrained
problem (5.3.3). First, we convert (5.3.3) into an equality-constrained

problem by the introduction of quadratic slacks, i.e. we write

minimize f(x)

(5.3.6) subject to gi(x) - si =0; i=1,...,m.

The slack variables Si' i=1,...,m, are unrestricted. Now, the Lagrangian

function for solving problem (5.3.6) can be written as

(5.3.7) f(x) -

e~ 8

2
uiEgi(x) - si],

i=1

and any stationary point (X,5,u) of (5.3.7) satisfies the equations

m
(5.3.8)  VE(® - ] W Vg, (x) =0,



288

(5.3.9) g, (@ - =0 i=1,...m,

(5.3.10) 2 Elﬁﬁ =0; i=1,...,m.

The slacks E; can be eliminated. We rewrite (5.3.9) as
(5.3.11) gi(i) 20; i=1,...,m.

Moreover, if Ei # 0, it must be true that Ei = 0 so that gi(i) = 0. Thus,

formula (5.3.10) can be replaced by
(5.3.12) ﬁigi(§7 =0, i=1,...,m.

Finally, we note that the Lagrangian function (5.3.7) cannot have a local
minimum at (x,s,u) if G; < 0 for some i. In this heuristic manner, we have
obtained the following results. If X is a local minimum solution, then a

vector u € Em can be found such that

(5.3.13) VE(x) - T, Vgi(i) = 0,

1

Il ~—1 8

i
(5.3.14) E;gi(E) =0;i=1,...,m.

(5.3.15) ﬁi 20;i=1,...,m.

These are the well-known Kuhn-Tucker relations for inequality-
constrained problems, and they can be interpreted as follows. If gi(i) >0,
then ﬁi = 0, and the gradient of the i-th constraint (which is inactive
at X) does not yield any contribution in (5.3.13). In fact, (5.3.13) and
(5.3.15) state that the éradient of the objective function is a non—
negative linear combination of the gradients corresponding to the con-
straints which are getive at X. This result is also illustrated in fig. 2.
A rigorous establishment of the Kuhn-Tucker relations may be found in

LooTrsMa [19701.
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Fig. 2.

At a minimum solution X of an inequality-constrained problem,
the gradient of the objective function i1s a non-negative Linear
combination ot the gradients corresponding to the constraints

which are active at X (Kuhn -Tucker relations).
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5.3.3. Simple transformations

The preceeding paragraph contains the suggestion to solve a con-
strained-minimization problem via unconstrained minimization of the as-
sociated Lagrangian function. By such a method the dimensionality of the
problem is considerably increased. The original problems (5.3.2) and
(5.3.3) are problems in the n-dimensional vector space En' but the
Lagrangian functions (5.3.4) and (5.3.7) are functions of (n+p) and
(n+2m) variables respectively. However, if there are simple constraints in
the problem under consideration, conversion into unconstrained problems
of the same dimension is also relatively simple:

a) If the problem under consideration is presented as one of minimization
subject to non-negativity constraints imposed on the variables xj, then
the variables can be replaced by squares of new variables yj. Thus, the

constrained problem

minimize f(xl,...,xn)

subject to xj 20; j=1,...,n,
can be written as the unconstrained problem
coa 2 2
minimize f(yl,...,yn).
Alternatively, we can replace xj by exp(yj) in order to maintain non-
negativity.
b. An obvious extension of the above ideas is to replace the constrained

problem

minimize f(xl,%2,x3)

j > > >
subject to Xy 2 Xy 2 x, 2 0
by the unconstrained problem

2 2 2 2 2 2
minimize f(yl,y1+Y21Y1+Y2+Y3)-

c. Simple constraints of the form
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can easily be taken into account by the substitution of
X, = sinzy
] i

d. General bounds on the variables presented in the form

can be handled by the substitution of

b
]

2
a, + (b.-a.)sin"y.
j i3 Yyr

or

x
]

i(bj+aj) + %(bj—aj)sin yj.

For some more details of these simple transformations (substitutions into

the objective function) the reader is referred to BOX [1966].

5.3.4. Exterior methods

We shall now turn to a general approach whereby a constrained problem
is converted into a sequence of unconstrained problems of the same dimen-
ston. The original suggestion of COURANT [1943] for solving the equality-
constrained Lagrange problem (5.3.2) is to form the exterior penalty
function (loss function)

P
Z h?(x)
3=t -

(5.3.16) L (x) = £(x) + !

and to minimize this function successively for a sequence of positive,
decreasing values rg/Xys¥y, ... of the controlling parameter r. Let x(r)
denote a point which minimizes the function Lr over En for a fixed value
r > 0. Then the proposal is based on the idea that any limit point of the

sequence x(r,), x(r,), x(r,),... is a minimum solution of the constrained
0 1 2
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problem (5.3.2) if the sequence {rk} converges to 0. We may illustrate

the idea with the example

Cs s 2 2
minimize x|+ X,
(5.3.17) subject to X+ Xy = 1.

The exterior penalty function for solving this problem is given by

2 2 -1 2
Lr(xl,xz) = x; + x2 + r (x1+x2—1) .

The unconstrained minimum solution of Lr for r > 0 is obtained by putting
the first-order derivatives of Lr equal to O and by solving the minimum

solution (xl(r),xz(r)) from the resulting equations. Thus,

-1
X (r) +r {xl(r)+x2(r)-1} 0,

]
o

xz(r) + r_l{xl(r)+x2(r)-1}

This will immediately lead to

xl(r) x2(r):
x, () + 2 xl(r)-l} =0,

whence

(5.3.18) xl(r)

]
%
[\S)
—~
2]
]
.

The reader may verify that

lim x, (r) = lim xz(r) =4,
rv0 1 r+0

and that (4,}) is precisely the minimum solution of the original problem
(5.3.17). So, if we employ the sequence r = 1,%,},... then we approximate

1 2
the constrained minimum solution with the sequence (33%0, (gvgé, (gwgo,... .

We may note that a sequence with faster convergence can be obtained by
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extrapolation techniques (with the same sequence r = 1,4,},...). These
techniques are based on the observation that the trajectory (xl(r), xz(r))

can be expanded in a Taylor series about r = 0. We have indeed
(5.3.19)  x,(r) = —— =} - Ir + Ly
o 1 r+2 s gr -

and it is well known in numerical mathematics how one might employ this
result to accelerate the computations. Linear extrapolation, for instance,

with the points

0.3333\

x(r.) = (
0 0.3333/

x(z)) = <0.4ooo\
0.4000/

as grid points, yields the point

(0.4667\

0.4667/

as the first-order approximation to the minimum solution
<O.SOOO)
0.5000
Quadratic extrapolation based on the grid points x(ro), x(rl), and

x(r2) - <0.4444\
0.4444/

yields the second-order approximation

(0.4962\

0.4962/
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to the minimum solution of the original problem (5.3.17), This example
clearly demonstrates the acceleration due to polynomial extrapolation
towards r = 0.

The above ideas have been used to design a method for solving in-
equality constraints. A thorough study was carried out by ZANGWILL [1967]
and FIACCO and McCORMICK [1968]. The problem under consideration is problem
(5.3.3) and an exterior penalty function (loss function) for solving it is

given by

(5.3.20) L _(x) = f(x) + £t
i

I ~~B8

minz[O,gi(x)].
1

The right-hand term (the loss term) contains the squared constraint violat-
jons which are penalized by the weight r_l. The computational method using
(5.3.20) to solve problem (5.3.3) is similar to the above sketched method
for solving (5.3.2). It is also based on the idea that any limit point of
the sequence {x(rk)} of penalty-function minima is a solution of the

original problem (5.3.3) if {rk} is a decreasing null sequence.

5.3.5. Interior methods

It can be demonstrated that the unconstrained minima of the functions
(5.3.16) and (5.3.20) do not belong to the constraint set of the problems
(5.3.2) or (5.3.3) respectively. This may also explain why these functions
are referred to as exterior functions. For the inequality-constrained
problem (5.3.3), however, there is also an interior approach which does not
violate the boundaries of the constraint set. The interior penalty function
(barrier function) originally proposed by FRISCH [1955] to solve (5.3.3)

is given by

(5.3.21) Br(x) =f(x) - r

. In gi(x).
i

N~ 8

1
This function is defined in the set

R0 = {xlgi(x) >0; i=1,...,m},
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but it has a positive singularity at the boundary of the constraint set R
of problem (5.3.3). Moreover, this function is undefined outside R. Under
mild cgnditions the function Br has an unconstrained minimum solution x(r)
over R for any r > 0. The interesting property established some years
after the appearance of FRISCH' memorandum is that any limit point of the
sequence {x(rk)} of barrier-function minima is a minimum solution of
problem (5.3.3) provided that {rk} is a decreasing null sequence.

To illustrate matters we consider the problem

minimize xf + xg
(5.3.22) subject to Xy o+ ox, 2 1.

The logarithmic barrier function (5.3.21) for solving this problem reduces
to

2
(5.3.23) Br(xl,xz) = x

2
1 + X, - r ln(x1+x2-1).

Differentiating this function with respect to x, and Xy and putting the

1
partial derivatives equal to O we obtain that

1

2 x, (r) - =0,
1 xl(r) + x2(r) -1
r
2% - o 1 %
1 2
whence
xl(r) = xz(r)
and
2 V1l + 4r
xl(r) = -

The reader may verify that only the positive sign in the above formula

can be used (since interior penalty-function minima must strictly satisfy
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the constraints). Thus,

It follows easily that
1lim (r) = lim (r) = 3.
r+0 *1 r+0 *2 ) :

Using the sequence r = 1,4,4,... we approximate the minimum solution
(1, 1) with the sequence (}(1+/5), $(1+/5)), ((1+/3), {(1+V3)),

({(1+/§), %(1+V§3),... . Moreover, the trajectory (xl(r), x2(r)) can be
expanded in a Taylor series about r = 0, so that extrapolation techniques
may be used to accelerate the computations. It is easy to verify that

2

xl(r) =x.(r) = i[2 + 2r - %r + ...1,

2

thus providing a basis for extrapolation (a series expansion in terms of r).
Some differences and similarities between the exterior and interior methods
will now be clear. Both types of methods use a controlling parameter r in
the penalty function to balance the contribution of the objective function
and the constraints. Exterior methods, however, penalize constraint
violations with an increasing weight, whereas interior methods penalize
the approach of the boundary with a decreasing weight. The singularity of
Br at the boundary of R acts as a barrier in order to prevent the un-
constrained-minimization methods for finding x(r) from obtaining a point
outside the constraint set R.

Another well-known barrier function was originally proposed by CARROLL
[1959] and subsequently studied, by FIACCO and McCORMICK [1963,1968]. This

so-called inverse barrier function is given by

m
1

£(x) + )
T s ®

i

and it has similar properties as the logarithmic barrier function. At
present, however, it is less frequently used, in view of certain advan-

tages of the logarithmic barrier function.
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An important property of the method based on the logarithmic barrier

function (5.3.21) can easily be derived from the observation that the

gradient of Br has to vanish at a minimizing point x(r). Thus, the relation

VBr(x(r)) = 0 leads to

m Vgi(x(r))
(5.3.24)  VE(x(r)) - r
i=1

g, xmy) - %

Introducing the vector u(r) € Em with components

xr

—m ;1= 1,...,m,

u, (r)
i

we can convert (5.3.24) into the system

m
(5.3.25)  V£(x(r)) -  wu,(r)V, (x(r)) =0
. 1 1
i=1
(5.3.26) ui(r) gi(x(r)) =r;i=1,..., m
(5.3.27) ui(r) >0; i=1,..., m.

Obviously, there is a striking similarity with

the Kuhn-Tucker rela-

tions (5.3.13) - (5.3.15). In fact, it can be shown that the pair

(x(r), u(r)) constitutes an approximation to the pair (X,W) which satisfies

the Kuhn-Tucker relations. This phenomenon has appeared to be an extremely

useful starting point for the analysis of penalty-function methods.

5.3.6. Mixed penalty functions

Although the computational processes of exterior and interior methods

are basically the same, they present particular advantages and dis-

advantages. It is not our purpose to list all the different features (some

advantages of the interior methods would require a thorough analysis). In

this report we shall restrict ourselves to the most striking properties.

Interior methods are safer than exterior methods since the computa-

tions are entirely concerned with feasible solutions within the constraint
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set (in practice, the user does not always properly define his objective

function outside the constraint set). Interior methods have the following

drawbacks, however:

(a) They cannot handle equality constraints.

(b) They can only start from strictly feasible solutions.

(c) The linear search of the unconstrained-minimization techniques to find
barrier-function minima is complicated by the requirement that un-
feasible solutions must be avoided.

Exterior methods have obvious advantages (they can handle equality

constraints, they can start from any point, and the linear search is not

complicated by the presence of constraints), but they will invariably leave
the constraint set (unless the objective function has an unconstrained
minimum in the constraint set), so that one may easily run into troubles

if the objective function is not properly defined there.

A natural remedy seems to be a penalty function which is a ccmbination
of a loss function and a barrier function. Thus, we are led to a mixed
penalty function, which incorporates some of the inequalities into a
barrier term, and the remaining inequalities as well as the equalities in-
to a loss term. So, a mixed penalty function for solving the general

problem (5.3.1) is given by
(5.3.28) M _(x) = f£(x) + 1 blx) + ) +ex)]
combining the logarithmic barrier term

b(x) = - Z In g, (x),
i€1,

and the loss terms

2(x) - Z min2 [o, gi(x)],

e(x)

I

Il &~~'0
=3
3

The index sets I, and I

1 are defined by
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{i[gi(xo) >0; 1 m},

[
]
N
-
IA

{ilgi(xo) <0; 1 m},
where xo denotes the starting point of the computations for solving (5.3.1).
The choice of I1 and 12 implies that constraints which are strictly satis-
fied at the start will remain satisfied throughout the computations. Thus,
the typical safety of barrier function methods is preserved as much as
possible. On the other hand, the easy starting facilities of the loss-
function methods are also available, since the computations may start from
any point, feasible or not.

A useful refinement of the employment of a mixed penalty function
seems to be the following one. First, the infeasibilities are reduced by

the unconstrained minimization of

P
(5.3.29) ] min’(0, g, (x)) + ) h(x),
i=1 3=1

1
and the minimum of this process is used as the starting point to solve the
problem (5.3.1) via the mixed penalty function (5.3.28). The initial
minimization of (5.3.29) will frequently yield a point which satisfies the
inequalities gi(x) 20; 1,...,m, and it will certainly lead to a mixed
penalty function which is better behaved.

The author (LOOTSMA [1972al]) has published his computational results
with a variety of test problems to show the relative efficiency of several
unconstrained-minimization methods when they are used to solve constrained
problems. Recently, STAHA [1973] gave a detailed account of the relative
performance of penalty-function techniques with respect to various other
well-known methods for constrained minimization. As a result, penalty-
function methods seem to be competitive, and they have the considerable

advantages of conceptual simplicity and generality.
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